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摘要:以抽象单调函数为基础,构建了一类函数族的广义诱导连续区间有序函数比例加权平均(GICOWFPA)

算子.在灰色趋势关联度为最优准则下,建立了基于 GICOWFPA算子的区间型组合预测模型.实例分析表

明,该模型的预测精度优于3种单项预测方法及文献[9,11]中提出的组合预测方法,因此本文预测方法是一

种有效的组合预测方法.
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Abstract:Basedontheabstractmonotonicfunction,ageneralizedinducedcontinuousintervalorderedfunction

proportionalweightedaveraging(GICOWFPA)operatorofafamilyoffunctionsisconstructed.Aninterval
combinationforecastingmodelbasedonGICOWFPAoperatorisestablishedundertheoptimalcriterionofgrey
trendrelevancedegree.Anillustrativeexampleshowsthattheforecastingaccuracyofthemodelisbetterthan
thethreesingleforecastingmethodsandthecombinationforecastingmethodproposedin[9,11].Therefore,

themodelisaneffectivecombinationforecastingmethod.
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0 引言

研究表明,组合预测方法可有效地提高预测的精度,减少单一预测方法所带来的预测风险,因此该

方法受到学者们的关注,并取得了许多研究成果[1-5].信息集结算子是一种数据合成的方法,它可以按照

某种规则将高精度的单项预测方法赋予较大的权系数,低精度的单项预测方法赋予较小的权系数,从而

可获取到更加精确的组合预测值.目前,基于信息集结算子的区间型组合预测的研究已取得了一些成

果,例如:袁宏俊等[6]以IGOWC-OWGA算子和向量夹角余弦准则构建了最优区间型组合预测;胡凌云

等[7]以IGOWLA算子和区间数距离准则构建了最优区间型组合预测;金飞飞等[8]以CIOWA算子和

误差平方和准则构建了最优区间型组合预测;曹晓俊等[9]以IOWC-GOWHA算子和灰色趋势关联度
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准则构建了最优区间型组合预测;朱家明等[10]以 UWPA算子和绝对误差之和准则构建了最优区间型

组合预测;张超等[11]以IGOWLC-OWHA算子和改进的Theil不等系数准则构建了最优区间型组合预

测;胡纪纲等[12]以IOWGA算子和区间关联度准则构建了最优区间型组合预测.在上述文献中,研究者

们虽然通过构建不同的信息集结算子和不同的最优准则,建立了具有较好预测精度的区间型组合预测

模型,但是这些文献中的信息集结算子在形式上仅是某种单一具体的表达式,并没有推广到一般的函数

形式.由于信息集结算子的形式多种多样,因此有必要将这些不同形式的算子加以分析总结,归纳出具

有函数形式的信息集结算子表达式.本文以加权比例平均算子为出发点,借鉴实数型组合预测模型的方

法,引入函数及反函数的互逆运算,结合COWA算子和诱导有序的IOWA算子,构建一类函数族的广

义诱导连续区间有序函数比例加权平均(GICOWFPA)算子,并通过实例验证本文方法的有效性.

1 基本概念

定义1 设X=[a,b]= xa≤x≤b,a,b∈{ }R ,称X 为区间数,同时X 还可表示为X=(c,r),

其中c=b-a
2
,r=a+b

2 .

定义2 设有两个任意区间数X1=[a1,b1]=(c1,r1)和X2=[a2,b2]=(c2,r2),则:

1)X1+X2=[a1+a2,b1+b2]=(c1+c2,r1+r2);

2)kX1=
[ka1,kb1],k≥0
[kb1,ka1],k<{ 0

=(kc1,kr1).

定义3[3] 设IOWA是Rn →R的n元函数,令

 IOWA((v1,α1),(v2,α2),…,(vn,αn))=∑
n

i=1
wiαv-index(i),

其中:w1,w2,…,wn 是与IOWA函数有关的加权系数,满足∑
n

i=1
wi=1,wi≥0,i=1,2,…,n;在二维数

组 (v1,α1),(v2,α2),…,(vn,αn{ })中,vi 是αi 的诱导值,v1,v2,…,vn 按从大到小的顺序排列;v-
index(i)是排序后第i个数的下标.则称IOWA是n维诱导有序加权平均算子.

定义4[8] 设[a,b]为区间数,令

 COWA([a,b])=∫
1

0

dQ(y)
dy

(b-y(b-a))dy,

其中:Q(y)∶[0,1]→ [0,1]满足Q(0)=0,Q(1)=1;当y1>y2 时,有Q(y1)≥Q(y2).则称COWA
为连续有序加权平均算子.

若态度参数为θ=∫
1

0
Q(y)dy,则COWA([a,b])的等价表示形式为COWA([a,b])= (1-θ)a+θb.

定义5[5] 设GWFPA是Rn →R的n元函数,令

 GWFPA(α1,α2,…,αn)=f-1
∑
n

i=1
wif2λ(αi)

∑
n

i=1
wifλ(αi
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其中:w1,w2,…,wn 是与GWFPA函数有关的加权系数,满足∑
n

i=1
wi=1,wi≥0,i=1,2,…,n;λ∈

(-∞,0)∪ (0,+∞).则称GWFPA为n维广义加权函数比例平均算子.

2 广义诱导连续区间有序函数比例加权平均算子的构建

根据定义3—定义5,结合3种算子的特点,将3种算子重新组合,构建如下数据集结算子:
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定义6 设F 是Rn →R的n元函数,令

 F((v1,[a1,b1]),(v2,[a2,b2]),…,(vn,[an,bn]))=
  GIOWFP((v1,COWA[a1,b1]),(v2,COWA[a2,b2]),…,(vn,COWA[an,bn]))=

  f-1
∑
n

i=1
wif2λ(COWA[av-index(i),bv-index(i)])

∑
n

i=1
wifλ(COWA[av-index(i),bv-index(i)
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其中:w1,w2,…,wn 是与F 函数有关的加权系数,满足∑
n

i=1
wi=1,wi≥0,i=1,2,…,n;在二维数组

(v1,COWA[a1,b1]),(v2,COWA[a2,b2]),…,(vn,COWA[an,bn{ }])中,vi 是COWA[ai,bi]的诱导

值,v1,v2,…,vn 按从大到小的顺序排列;v-index(i)是排序后第i个数的下标;λ∈(-∞,0)∪(0,+∞).
则称F 为n 维广义诱导连续区间有序函数比例加权平均(GICOWFPA)算子.

由定义3中COWA([a,b])的等价形式,令z=COWA[av-index(i),bv-index(i)]=(1-θ)av-index(i)+
θbv-index(i),则GICOWFPA算子为

 F((v1,[a1,b1]),(v2,[a2,b2]),…,(vn,[an,bn]))=f-1
∑
n

i=1
wif2λ(z)

∑
n

i=1
wifλ(z
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3 广义诱导连续区间有序函数比例加权平均算子的性质

性质1 若ai≥a′i,bi≥b′i,且f是单调函数,则:

 F((v1,[a1,b1]),(v2,[a2,b2]),…,(vn,[an,bn]))≥
  F((v1,a′1,b′[ ]1 ),(v2,a′2,b′[ ]2 ),…,(vn,a′n,b′[ ]n )).
证明  令z=(1-θ)av-index(i)+θbv-index(i),对式(1)两边同时取函数f后再取对数,则有

 lnf(F)=1λ ln∑
n

i=1
wif2λ(z( ))-ln∑

n

i=1
wifλ(z( )[ ]) .

上式两边同时对av-index(i)求偏导,可得

 ∂lnf
(F)

∂av-index(i)
=1λ
∑
n

i=1
2λ(1-θ)wif2λ-1(z)f′(z)

∑
n

i=1
wif2λ(z)

-
∑
n

i=1
λ(1-θ)wifλ-1(z)f′(z)

∑
n

i=1
wifλ(z

é
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=

  1λ
∑
n

i=1
λ(1-θ)wif2λ-1(z)f′(z)

∑
n

i=1
wif2λ(z)

=
∑
n

i=1

(1-θ)wif2λ-1(z)f′(z)

∑
n

i=1
wif2λ(z)

. (2)

根据函数单调性判别法可知:当f是单调递增函数(即f′(z)≥0)时,由式(2)可得∂lnf(F)
∂av-index(i)

≥0,

说明复合函数lnf(F)是单调递增的,所以F 关于av-index(i) 是单调递增的.当f 是单调递减函数(即

f′(z)≤0)时,由式(2)可得∂lnf(F)
∂av-index(i)

≤0,说明复合函数lnf(F)是单调递减的,所以F关于av-index(i)仍

是单调递增的.同理,F 关于bv-index(i)也是单调递增的.
由ai≥a′i,bi≥b′i可得av-index(i)≥a′v-index(i),bv-index(i)≥b′v-index(i).根据单调性可知F((v1,[a1,b1]),

(v2,[a2,b2]),…,(vn,[an,bn]))≥F((v1,[a′1,b′1]),(v2,[a′2,b′2]),…,(vn,[a′n,b′n])),故性质1成立.
性质2 若一组区间数都相等,即Xi=[ai,bi]=[a,b],∀i=1,2,…,n,则:
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 F((v1,[a1,b1]),(v2,[a2,b2]),…,(vn,[an,bn]))=COWA([a,b]).
证明  因为Xi=[ai,bi]=[a,b],所以COWA([ai,bi])=COWA([a,b]),则

 F((v1,[a1,b1]),(v2,[a2,b2]),…,(vn,[an,bn]))=

  f-1
∑
n

i=1
wif2λ(COWA[a,b])

∑
n

i=1
wifλ(COWA[a,b
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=f-1 fλ(COWA[a,b[ ]])
1

{ }λ =COWA[a,b].

故性质2成立.
性质3 设一组区间数为Xi=[ai,bi],ai<bi,i=1,2,…,n,则:

 min
i

a{ }i ≤F((v1,[a1,b1]),(v2,[a2,b2]),…,(vn,[an,bn]))≤ max
i

b{ }i .

证明  根据性质1和性质2易证得min
i
COWA([ai,bi{ }])≤F((v1,[a1,b1]),(v2,[a2,b2]),…,

(vn,[an,bn]))≤ max
i
COWA([ai,bi{ }]).因为COWA([ai,bi])=(1-θ)ai+θbi,ai≤ (1-θ)ai+

θbi≤bi,所以min
i

a{ }i ≤F((v1,[a1,b1]),(v2,[a2,b2]),…,(vn,[an,bn]))≤max
i

b{ }i .故性质3成立.

性质4 设(v′1,a′1,b′[ ]1 ),(v′2,a′2,b′[ ]2 ),…,(v′n,a′n,b′[ ]n )是(v1,[a1,b1]),(v2,[a2,b2]),…,

(vn,[an,bn])的任意置换,则:

 F((v1,[a1,b1]),(v2,[a2,b2]),…,(vn,[an,bn]))=
  F((v′1,[a′1,b′1]),(v′2,[a′2,b′2]),…,(v′n,[a′n,b′n])).
证明  因为(v′1,a′1,b′[ ]1 ),(v′2,a′2,b′[ ]2 ),…,(v′n,a′n,b′[ ]n )是(v1,[a1,b1]),(v2,[a2,b2]),…,

(vn,[an,bn])的任意置换,所以有COWAav-index(i),bv-index(i[ ]) =COWAa′v′-index(i),b′v′-index(i[ ]) ,∀i=1,2,

…,n.根据定义6可得F((v1,[a1,b1]),(v2,[a2,b2]),…,(vn,[an,bn]))=F((v′1,a′1,b′[ ]1 ),(v′2,

a′2,b′[ ]2 ),…,(v′n,a′n,b′[ ]n )).故性质4成立.

4 基于广义诱导连续区间有序函数比例加权平均算子的区间型组合预测模型

设 Xt Xt=[at,bt]=(ct,rt),t=1,2,…,{ }N 是实际值区间数序列,各单项预测方法的预测值区

间数序列为 Xit Xit=[ait,bit]=(cit,rit),i=1,2,…,m;t=1,2,…,{ }N ,相应的各单项预测方法的

权系数为w1,w2,…,wm(0≤wi≤1,i=1,2,…,m,∑
m

i=1
wi=1).设组合预测值区间数为:̂Xt=[̂at,̂bt],

t=1,2,…,N,则有:

 ̂Xt=∑
m

i=1
wiXit=∑

m

i=1
wi[ait,bit]= ∑

m

i=1
wiait,∑

m

i=1
wib[ ]it .

为了能够利用GICOWFPA算子对各单项预测值区间数的数据进行有效集结,本文将各单项预测

方法在各时点处的区间数预测精度作为GICOWFPA算子中的诱导值,按照诱导值从大到小赋予不同

的权系数.精度高(即诱导值大)的赋予大的权系数,精度低的赋予小的权系数,这样即可得到更加精确

的组合预测值区间数.

定义7 令vit =
1- Xt - Xit

Xt
, Xt - Xit

Xt
<1

0, Xt - Xit

Xt
≥

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 1

,其中 Xt = c2t +r2t, Xit =

c2it+r2it,则称vit 是第i种单项预测值在t时刻相对于实际值的预测精度.显然0≤vit≤1,i=1,2,

…,m,t=1,2,…,N.
根据定义6和定义7,利用GICOWFPA算子对m 种单项预测方法的预测值区间数进行数据集结,
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可得到由GICOWFPA算子集结而组成的组合预测值序列.
定义8 令

 ̂δt=F((v1t,a1t,b1[ ]t ),(v2t,a2t,b2[ ]t ),…,(vmt,amt,b[ ]mt ))=
  GIOWFP((v1t,COWAa1t,b1[ ]t ),(v2t,COWAa2t,b2[ ]t ),…,(vmt,COWAamt,b[ ]mt ))=

  f-1
∑
m

i=1
wif2λ(COWAav-index(it),bv-index(it[ ]) )

∑
m

i=1
wifλ(COWAav-index(it),bv-index(it[ ])
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,t=1,2,…,N,

称δ̂t 为t时刻由GICOWFPA算子集结而成的组合预测值,t=1,2,…,N.
令δt=COWA([at,bt])=(1-θ)at+θbt,t=1,2,…,N.由定义8表达式知,经GICOWFPA算

子集结而成的组合预测值是一个确定的实数序列.利用COWA算子也可将实际值区间数序列转换成一

个确定的实数序列,且该实数序列与GICOWFPA算子集结的组合预测值序列具有相似性.为了定量表

示这两者的相似程度,以便加以比较,本文引入下列概念:

定义9[9] 令Γ= 1
N-1∑

N

t=2

1
1+αδt-̂δt +β δt-̂δ( )t - δt-1 -̂δt-( )1

,则称Γ是COWA算子

的实际值序列 δt,t=1,2,…,{ }N 和GICOWFPA算子集结的组合预测值序列 δ̂t,t=1,2,…,{ }N 的灰

色趋势关联度,通常α=0.5,β=1.显然有0<Γ≤1.
根据定义9可知,灰色趋势关联度 Γ为权系数 w1,w2,…,wm 的函数(Γ(w1,w2,…,wm)).当

COWA算子的实际值序列与GICOWFPA算子集结的组合预测值序列完全重合时,灰色趋势关联度的

值为1(最大值).但在实际预测中,由于误差是客观存在的,因此灰色趋势关联度只能是趋近于1.灰色

趋势关联度越大,COWA算子的实际值序列与GICOWFPA算子集结的组合预测值序列越相似.由此,

可建立如下的基于GICOWFPA算子的最优区间型组合预测模型(3):

 maxΓ(w1,w2,…,wm)= 1
N-1∑

N

t=2

1
1+0.5δt-̂δt + δt-̂δ( )t - δt-1 -̂δt-( )1

 s.t.

δt=COWA([at,bt])=(1-θ)at+θbt;

δ̂t=f-1
∑
m

i=1
wif2λ(z)

∑
m

i=1
wifλ(z
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,z=(1-θ)av-index(i)+θbv-index(i);

∑
m

i=1
wi=1,wi≥0,i=1,2,…,m
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(3)

5 实例分析

为了验证模型(3)的有效性,本文选取文献[9,11]中算例的数据作为实例分析的数据,见表1.

表1 实际区间数和单项预测区间数

实际区间数[at,bt] 方法1区间数[a1t,b1t] 方法2区间数[a2t,b2t] 方法3区间数[a3t,b3t]

[3,4] [2.4,5] [3.6,5.4] [3,3.6]
[5,5.6] [2.2,6] [5,6] [4,5.2]
[4,6] [3,8] [5.2,7] [4.3,5.1]
[6,10] [4.6,11] [6.8,11.6] [6.1,7.3]
[6.6,8.8] [6,12.4] [8,9.6] [7,8]
[9,11] [7,15] [9.6,12] [9.1,9.9]
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  根据定义7,计算各时点处单项预测值区

间数相对于实际值区间数的预测精度,结果见

表2.
在GICOWFPA算子中取Q(y)=y3,此时

态度参数为θ=0.25.由于GICOWFPA算子是

一类抽象函数的信息集结算子,为了计算方便,

本文选取以下3种代表性的单调函数类型:

表2 各时点处的预测精度

v1t v2t v3t

0.8908 0.7020 0.9372
0.8513 0.9597 0.8739
0.8152 0.7907 0.9251
0.9776 0.8470 0.8157
0.7477 0.8640 0.9664
0.8353 0.9187 0.9461

1)取线性函数f(x)=x 时,则F=
∑
m

i=1
wi((1-θ)av-index(it)+θbv-index(it))2λ

∑
m

i=1
wi((1-θ)av-index(it)+θbv-index(it))

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷λ

1
λ

;

2)取对数函数f(x)=lnx 时,则F=exp
∑
m

i=1
wiln2λ((1-θ)av-index(it)+θbv-index(it))

∑
m

i=1
wilnλ((1-θ)av-index(it)+θbv-index(it)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷)

1
λ

;

3)取反正切函数f(x)=arctanx 时,则F=tan
∑
m

i=1
wiarctan2λ((1-θ)av-index(it)+θbv-index(it))

∑
m

i=1
wiarctanλ((1-θ)av-index(it)+θbv-index(it)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷)

1
λ

.

将表1和表2中的数据及上述3种函数代入基于GICOWFPA算子的区间型组合预测模型(3)中,

随机选取λ=0.01,λ=1,λ=2,并借助Lingo软件分别求解出9种不同区间型组合预测模型(3)的最

优权系数,结果见表3.

表3 模型(3)的最优权系数

不同的模型(3) λ值
预测精度权系数

w1 w2 w3

f(x)=x
λ=0.01 0.9262 0.0590 0.0148
λ=1 0.8847 0.0991 0.0162
λ=2 0.8396 0.1450 0.0154

f(x)=lnx
λ=0.01 0.9349 0.0511 0.0140
λ=1 0.9082 0.0759 0.0159
λ=2 0.8796 0.1038 0.0166

f(x)=arctanx
λ=0.01 0.9402 0.0463 0.0135
λ=1 0.9343 0.0516 0.0141
λ=2 0.9281 0.0572 0.0147

为了客观地评价预测结果,本文选取 MSEP(MSEP =1N∑
N

t=1

(ct-̂ct)2)、MSEL(MSEL =1N
·

∑
N

t=1

(rt-̂rt)2)、MSEI(MSEI=MSEP+MSEL= ∑
N

t=1

(ct-̂ct)2+∑
N

t=1

(rt-̂rt)( )2 /N、MRIE(MRIE=

1
N∑

N

t=1

ct-̂ct

rt+̂rt
)4种误差指标作为评价体系.其中ct和rt为实际值区间数的中点和半径,̂ct 和̂rt为组合

预测值区间数的中点和半径.根据表3中的最优权系数计算出组合预测值区间数.利用上述误差公式计

算出基于GICOWFPA算子的不同函数及参数下的区间型组合预测模型(3)的误差值,结果见表4.
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表4 4种误差指标值

  不同的模型方法 MSEP MSEL MSEI MRIE

单项预测方法1 0.8367 3.3833 4.2200 0.2311
单项预测方法2 0.9233 0.0833 1.0066 0.4598
单项预测方法3 0.4333 0.5283 0.9616 0.3707
模型(3):f(x)=x,λ=0.01 0.0473 0.3456 0.3929 0.0366
模型(3):f(x)=x,λ=1 0.0325 0.3107 0.3432 0.0333
模型(3):f(x)=x,λ=2 0.0212 0.2799 0.3011 0.0297
模型(3):f(x)=lnx,λ=0.01 0.0508 0.3541 0.4049 0.0373
模型(3):f(x)=lnx,λ=1 0.0404 0.3294 0.3698 0.0352
模型(3):f(x)=lnx,λ=2 0.0310 0.3064 0.3374 0.0329
模型(3):f(x)=arctanx,λ=0.01 0.0531 0.3593 0.4124 0.0377
模型(3):f(x)=arctanx,λ=1 0.0506 0.3534 0.4040 0.0372
模型(3):f(x)=arctanx,λ=2 0.0480 0.3474 0.3953 0.0368
文献[9]的方法 0.2977 0.3640 0.6617 0.1898
文献[11]的方法 0.2801 0.5650 0.8451 0.2291

由表4可以看出,模型(3)的所有4种误差值都远远小于3种单项预测方法和文献[9,11]提出的方

法的误差值,尤其在MSEP和MRIE这两种误差指标上.另外,在同一类型函数的GICOWFPA算子中,
随着参数λ的增大,4种误差值都呈现减少的趋势,即预测效果不断提升.

6 结束语

本文从函数族角度出发,结合IOWA算子、COWA算子和GWFPA算子3种信息集结算子的优

点,构建了一类函数族的广义诱导连续区间有序函数比例加权平均(GICOWFPA)算子,并结合灰色趋

势关联度最优准则,构建了一种基于GICOWFPA算子的区间型组合预测模型.实例分析表明,本文提

出的区间型组合预测模型能有效地提高模型的预测精确性,且优于单项预测方法和文献[9,11]中的区

间型组合预测方法.本文在研究过程中,对模型(3)仅选取了3种特殊的单调函数和3个参数作为代表

对其进行了讨论,今后将对此问题作进一步研究,以提高本文预测模型的有效性.
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