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矩阵方程AXAH =B的
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摘要:研究了复矩阵方程AXAH=B的 HermitianR 反对称形式的最小二乘解.首先利用奇异值分解得到了

HermitianR 反对称最小二乘解的解析表达式,然后利用商奇异值分解得到了极小范数最小二乘解的一般形式.
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Abstract:Least-squaressolutionstomatrixequationAXAH=BinthesetofHermitianR-skewsymmetric
matricesareconsidered.UsingSVD,analyticexpressionsforleast-squaressolutionsareobtained,thengener-
alformfortheminimalnormleast-squaressolutionsisderivedbyQ-SVD.
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  令Un×n、Hn×n、AHn×n 分别表示n×n阶的酉矩阵、Hermitian矩阵和反Hermitian矩阵的全体,AH

是矩阵A的共轭转置,A+ 表示矩阵A的广义逆,分块矩阵中的单位块和零块分别用I和O表示.A췍B、

A*B 分别为矩阵A 与B 的Kronecker积与Hadamard积,· 表示取Frobenius范数,col(A)表示将矩

阵A按列进行拉直.
近些年来,一些学者对矩阵方程满足给定约束条件的解进行了研究,并取得了一些成果.对于线性

矩阵方程AXAH =B(其中A ∈Cm×n,B ∈Cm×m),LiuY.H.等[1] 研究了该方程的 Hermitian及反

Hermitian解的秩,TianY.[2]给出了该方程的最小二乘解和最小秩解的关系,WeiM.等[3]和Zhang
X.等[4]研究了该方程秩约束条件下的Hermitian非负定解,XiaoQ.F.等[5]给出了方程ATXA=B的反

对称正交对称解的结构.
设R∈Cn×n 是一个非平凡的酉对合矩阵,即R=RH=R-1≠I,若矩阵X∈Cn×n 满足RXR=-X,

则称X是HermitianR 反对称的[6].令Φ={X∈Hn×n|RXR=-X},即Φ 为n阶HermitianR 反对

称矩阵的集合.本文研究如下最小二乘问题的极小范数最小二乘解:

 min
X∈Φ

AXAH-B ,A∈Cm×n,B∈Cm×m. (1)
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1 HermitianR-反对称矩阵的结构

令r和s表示非平凡酉对合矩阵R 的对应于特征值1和-1的特征子空间的维数,则有r,s≥1并

且r+s=n.设 p1,p2,…,p{ }r 和 q1,q2,…,q{ }s 分别是矩阵R 的属于特征值1和-1的特征子空间的正

交向量,且P= p1,p2,…,p( )r ,Q= q1,q2,…,q( )s ,则 P,( )Q -1=
PH

Q
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.因此,
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对于任意的矩阵X∈Hn×n,有如下相应的分块形式:
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YH X
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其中X1=PHXP∈Hr×r,X2=QHXQ ∈Hs×s,Y=PHXQ ∈Cr×s.由式(2)和式(3)可得

 RXR= P,( )Q
X1 -Y

-YH X
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引理1[7] X∈Cn×n 是HermitianR 反对称的当且仅当X= P,( )Q
O Y
YH
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,其中Y∈Cr×s.

为讨论方便,本文引入以下记号和分块形式.记:

 A1=AP∈Cm×r,A2=AQ ∈Cm×s. (5)

对A1 和A2 进行约化的奇异值分解,得:

 A1=U1D1VH
1,A2=U2D2VH

2, (6)

其中,对角阵D1和D2分别由矩阵A1和A2的非零奇异值构成,故D1,D2的阶数分别对应矩阵A1,A2的

秩.对UH
1U2 进行满奇异值分解,得

 UH
1U2=U12D12VH

12. (7)

因UH
1U2 为行正交阵,故其奇异值小于或者等于1,因此D12 有如下的分块形式:

 D12=

I
D
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÷
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O

, (8)

其中对角矩阵D 的元素小于1.相应地,根据D12 的分块形式对U12,V12 进行分块,得:

 U12= U1
12,U2

12,U3
1( )2 ,V12= V1

12,V2
12,V3

1( )2 . (9)

2 HermitianR-反对称形式的最小二乘解

由引理1知,

 AXAH-B=AP,( )Q
O Y
YH
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2
-B=

  A1YAH
2 +A2YHAH

1 -B.
因此,最小二乘问题(1)可转化为

 min
X∈Φ

AXAH-B 2=min
Y∈Cr×s

A1YAH
2 +A2YHAH

1 -B 2. (10)

引理2 最小二乘问题

 min
Y∈Cr×s

AYB-CYHD-E (11)

等价于求解相容矩阵方程:
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 AHAYBBH+AHCYHDBH+DBHYHAHC+DDHYCHC=AHEBH+DEHC.
证明  由文献[6]可知,存在一个置换矩阵P(l,n),使得问题(11)等价于下面的最小二乘问题:

 [BT 췍A+(DT 췍C)P(l,n)]col(Y)=col(E).
上述最小二乘问题的正规方程如下:

 [BT 췍A+(DT 췍C)P(l,n)]H[BT 췍A+(DT 췍C)P(l,n)]col(Y)=
  [BT 췍A+(DT 췍C)P(l,n)]Hcol(E).

利用Kronecker积,引理2即可得证.

引理3[7] 如果A+AH=B,那么A=12B+Z,其中Z=-ZH.

引理4[7] 线性矩阵方程AXB=C是相容的当且仅当AA+CB+B=C;此时,方程的解可以表示为

X=A+CB++R-A+ARBB+,其中R 为满足阶数要求的任意矩阵.更进一步,X 2= A+CB+ 2+
R-A+ARBB+ 2.

引入记号췍Y,

 췍Y=UH
12D1VH

1YV2D2V12, (12)
将式(9)代入式(12)可得췍Y的如下分块形式:

 췍Y=
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(U3
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同样,可将矩阵UH
12UH

1
B+BH

2 U2V12 的分块形式表示为

 UH
12UH

1
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2 U2V12=
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再令
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基于以上矩阵的分块表示,可得如下结论:
定理1 令P和Q 分别由矩阵R 的属于特征值1和-1的特征子空间的正交基构成.A1 和A2 如式

(5),对A1 和A2 进行约化的奇异值分解如式(6),对UH
1U2 进行满奇异值分解如式(7),矩阵H 的定义如

式(15),则最小二乘问题(1)的解具有下面的形式:

 X= P,( )Q
O Y
YH
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其中Y=V1(D-1
1U1

12Z(V1
12)HD-1

2 +H)VH
2 +RY -V1VH

1RYV2VH
2,Z是反Hermitian阵,RY 为满足阶数要

求的任意矩阵.
证明  当X∈Φ,由式(10)和引理2可知,最小二乘问题(1)等价于解下面的正规方程:

 AH
1A1YAH

2A2+AH
1A2YHAH

1A2=AH
1
B+BH

2 A2.

对A1,A2,UH
1U2 进行奇异值分解,把分解结果代入上式有

 UH
12D1VH

1YV2D2V12+D12VH
12D2VH

2YHV1D1U12D12=UH
12UH

1
B+BH

2 U2V12.

由式(12)知,此方程等价于췍Y+D12췍YHD12=UH
12UH

1
B+BH

2 U2V12.由式(13)和(14)的分块形式可得
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上式中等号左边的块矩阵除了Γ11 都是确定的.Γ11+ΓH
11=Δ11,由引理3知,Γ11=Δ11

2 +Z(Z=-ZH).

因此由式(15)知

 VH
1YV2=D-1

1U12췍YVH
12D-1

2 =

  D-1
1 U1
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12,U3
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其中Z=-ZH.由引理4得到Y 的表达式,证毕.

3 极小范数解

引理5(Q-SVD)[8] 假设A∈Cm×n,B∈Cp×n,那么存在U ∈Um×m,V ∈Up×p 以及非奇异矩阵

M ∈Cn×n,使得A=U Σ1,( )O M,B=V Σ2,( )O M,其中:

 Σ1=

I1
S1

O
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ç
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÷
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,

t=r(AH,BH),k=t-r(B),q=r(A)+r(B)-t,S1=diag(S11,S12,…,S1q)(1>S11≥…≥S1q>0),

S2=diag(S21,S22,…,S2q)(0<S21 ≤ … ≤S2q <1),S21i+S22i=1(i=1,2,…,q).
引理6 假设S1,S2,E∈Cp×p,S1 和S2 是对角矩阵,则满足Z= min

Z∈AHp×p
S1ZS2-E 的解Z0 唯一.

此时,Z0=Φ*(S1ES2-S2EHS1),其中Φij = 1
S21iS2

2j+S21jS2
2i
,1≤i,j≤p.

证明  对任意的Z∈AHp×p,由于Zji=-췍Zij,

 S1ZS2-E 2= ∑
1≤i<j≤p

S1iS2jZij -Eij
2+ S2iS1j

췍Zij +췍Eij( )2 .

上式是关于Re(Zij)和Im(Zij)的p2 元的连续可微函数,1≤i,j≤p.因此,使上式达到最小的点是唯

一的,其最小点Z0 满足Zij =S1iS2jEij -S2iS1j
췍Eij

S2
1iS2

2j+S22iS2
1j

.证毕.

利用引理5,矩阵对(D-1
1U1

12,D-1
1V1

12)的商奇异值分解具有如下形式:

 D-1
1U1

12=U Σ1,( )O M,D-1
2V1

12=V Σ2,( )O M, (16)

其中Σ1=

I1
S1
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÷
÷
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,Σ2=

O
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I
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ø

÷
÷
÷

2

.对U,V 及MZMH 进行相应的分块:

 U=(U1,U2,U3),V=(V1,V2,V3); (17)

 MZMH=

Z11 Z12 Z13 Z14

-ZH
12 Z22 Z23 Z24

-ZH
13 -ZH

23 Z33 Z34

-ZH
14 -ZH

24 -ZH
34 Z

æ

è
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÷
÷
÷
÷
÷

44

, (18)

其中Zii(i=1,2,3,4)是反Hermitian阵.记
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 UHHV=
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基于以上矩阵的分块表示可得以下结论:

定理2 最小二乘问题(1)的解的表达式如定理1所示.对矩阵对(D-1
1U1

12,D-1
1V1

12)进行商奇异值

分解如式(16),对矩阵MZMH,UHHV 进行分块表示如式(18)和(19).则当矩阵Z满足下列条件时,矩
阵X 是最小二乘问题(1)的极小范数最小二乘解:RY =0,且Z满足

 MZMH=

Z11 H12S-1
2 H13 Z14

-S-1
2 HH

12 Z22 S-1
1 H23 Z24
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44

,

其中Z22 =Φ*(S1HS2 -S2HHS1),Φij = 1
S21iS2

2j+S22iS2
1j
,Z14,Z24,Z34 是任意的,Z11,Z33,Z44 是反

Hermitian阵.

证明  由定理1知,X 2= P,( )Q
O Y
YH
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=2 Y 2.令RY =0,由式(16)—(19)可得

 Y 2= V1(D-1
1U1

12Z(V1
12)HD-1

2 +H)VH
1

2=
  D-1

1U1
12Z(V1

12)HD-1
2 +H 2+ D-1
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12C(V1

12)HD-1
2 -G 2= Σ1MZMHΣH

2 +UHHU 2=
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.

因此当Z12=H12S-1
2 ,Z13=H13,Z23=S-1

1 H23,Z22=min S1췍Z22S2-H22
2,其中췍Z22为反Hermitian阵

时,X 的值最小.由引理6,定理2得证.
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