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一类Kirchhoff型方程解的存在性和多重性

钱晓涛1, 石志高2

(1.福建农林大学 金山学院,福建 福州350002;2.福建江夏学院,福建 福州350108)

摘要:研究一类全空间上的下方无界Kirchhoff型方程,通过引进满足某种假设的位势函数使得所考虑问题

的紧性得到恢复.首先证明带该位势函数的非线性项所对应的泛函是弱连续和连续可导的,然后证明所考虑

问题的泛函在某个水平下是紧的,最后通过验证满足山路定理的几何条件证明该问题至少有一个非负非平

凡解.由于所考虑问题具有对称性,因此同时又证得该问题至少存在一个非正非平凡解.
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Abstract:Onthewholespace,westudyaclassofKirchhofftypeequationwhichisunboundedfrombelow.To
recoverthecompactnessfortheconsideredproblem,weintroduceapotentialfunctionsatisfiedsomeassump-
tion.Firstly,theweakcontinuityandthecontinuousderivationofthefunctionalcorrespondingtothenonlin-
eartermareshowed.Subsequently,thefunctionaloftheproblemisprovedtosatisfycompactconditionunder
somelevel.Lastly,theexistenceofnon-negativenontrivialsolutionisestablishedbyMountainPassTheorem.
Meanwhile,thesymmetryoftheproblemimpliesthatthereexistsanothernon-positivenontrivialsolution.
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0 引言

本文考虑如下Kirchhoff型方程:

 
- a-b∫RN

Ñu 2d( )x Δu=f(x)u p-2u,x∈RN;

u∈D1,2
0 (RN){ .

(1)

其中a,b>0,N ≥3,2<p<2* 且2*=2N/(N-2).
Kirchhoff型问题在物理学和生物学上有着重要的应用,很多学者对此问题进行了研究.目前,对连

续函数M∶R+→R+ 满足下方有界的Kirchhoff型问题

 
-M∫Ω

Ñu 2d( )x Δu=f(x,u),x∈Ω;

u=0,x∈∂{ Ω
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的研究取得了一些成果[1-7],但对函数M 下方无界的情况研究得很少.特别地,文献[8]首次考虑了下方

无界情况,即当f(x)≡1且区域有界时,文献[8]应用变分方法得到了方程(1)非平凡解的存在性.文献

[9]在文献[8]的基础上,研究了1<p<2且区域有界的情况,证得了此时方程(1)至少存在两个正解

的充分条件.目前为止,下方无界的Kirchhoff型问题在无界区域上的相关研究还未见报道.本文通过引

进满足一定条件的位势函数f(x),使得无界区域上嵌入性质的紧性得到恢复,进而证得问题(1)非平

凡解的存在性和多重性.
显然方程(1)所对应的泛函为

 I(u)=a
2∫RN

Ñu 2dx-b
4∫RN

Ñu 2d( )x
2

-1p∫RNf(x)u pdx.

本文称函数u∈D1,2
0 (RN)是问题(1)的解,是指 ∀v∈D1,2

0 (RN),都有<I′(u),v>=0,即

 a∫RN
Ñu·Ñvdx-b∫RN

Ñu 2dx∫RN
Ñu·Ñvdx-∫RNf(x)u p-2uvdx=0. (2)

1 记号与预备知识

本文使用如下记号:D1,2(RN)和Lr(RN),2≤r≤2* 均为标准的Sobolev空间,范数分别为

· 2=∫RN
Ñ· 2dx 和 · r

r =∫RN
· rdx;D1,2

0 (RN)表示C∞
0 (RN)在D1,2(RN)下关于范数 · 2

D =

∫RN
Ñ· 2dx 的闭包;C和Ci 表示正常数.若无特别指出时,收敛默认为是n→ ∞ 情况下的.另外,为方

便起见,本文将∫RNu(x)dx 简写作∫u.记φ(u)=∫f(x)u pdx,则有如下的引理1和引理2.

引理1 当f(x)∈L2
*/(2*-p)(RN),φ(u)在D1,2

0 (RN)上是弱连续的.

证明  当u∈D1,2
0 (RN),由Hölder不等式有φ(u)=∫f(x)u pdx≤ f(x)2*/(2*-p)u p

2* <∞,

所以φ(u)的定义是合理的.
设un 弱收敛到u 于D1,2

0 (RN),则un 强收敛到u于L2
loc(RN).如有必要,可取子列(仍记为 u{ }n ,下

同),使得un 几乎处处收敛到u于RN.因为 u{ }n 在L2*(RN)有界,所以 un{ }p 在L2*/p(RN)有界.又由

于L2
*/p(RN)是自反Banach空间且具有极限的唯一性,所以有 un

p 弱收敛到 u p 于L2*/p(RN).再由

条件f(x)∈L2
*/(2*-p)(RN)可知,∫f(x)un

pdx 收敛到∫f(x)u pdx.

引理2 当f(x)∈L2
*/(2*-p)(RN),∀u,v∈D1,2

0 (RN)时,有<φ′(u),v>=p∫f(x)u p-2uvdx,且

φ(u)∈C1 D1,2
0 (RN),( )R .

证明  先证明φ(·)的Gateaux导数存在.对于任意的u,v∈D1,2
0 (RN)和0< t <1,由中值定

理可知,存在0<θ<1使得

 f(x)u(x)+tv(x)p -f(x)u(x)p

t =

  f(x)p u(x)+θtv(x)p-2 u(x)+θtv(x( ))v(x)≤
  C f(x)u(x)p-1v(x)+f(x)θtv(x)p-1v(x)≤C f(x)u(x)p-1v(x)+
  C f(x)θtv(x)p-1v(x)≤C f(x)u(x)p-1v(x)+C f(x)v(x)p .

又根据Hölder不等式,有

 C∫f(x)u(x)p-1v(x)dx+C∫f(x)v(x)p dx≤

  C f(x( ))
p-1
p u(x)p-1 p

p-1 f(x( ))
1
pv(x)p +C∫f(x)v(x)p dx=
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  C∫f(x)u(x)[ ]p
p-1
p∫f(x) v(x)[ ]p

1
p
+C∫f(x)v(x)p dx≤

  C∫f(x)u(x)[ ]p
p-1
p

f(x)2*/(2*-p)v(x)p
2( )*

1/p +C f(x)2*/(2*-p)v(x)p
2* < ∞.

综上,利用Lebesgue控制收敛定理可得

 <φ′(u),v>=lim
t→0∫f(x)u(x)+tv(x)p -f(x)u(x)p

t =

  ∫limt→0
f(x)p u(x)+θtv(x)p-2 u(x)+θtv(x( ))v(x)=p∫f(x)u(x)p-2u(x)v(x).

以下证明φ′(·)是连续的.设un 强收敛到u于D1,2
0 (RN),由引理1有∫f(x) un -u p→0.再利

用文献[10]中定理A.2的方法,可得∫f(x) un
p-2un - u p-2u

p
p-1→0.因此,∀v∈D1,2

0 (RN),有

 <φ′(un)-φ′(u),v>=p∫f(x) un
p-2un - u p-2( )uv≤p∫f(x) un

p-2un - u p-2( )uv ≤

  p∫f(x) un
p-2un - u p-2u

p
p-[ ]1

p-1
p∫f(x) v[ ]p

1
p
≤

  p∫f(x) un
p-2un - u p-2u

p
p-[ ]1

p-1
p

f(x)2*/(2*-p)v p
2( )*

1/p ≤

  C∫f(x) un
p-2un - u p-2u

p
p-[ ]1

p-1
p
→0.

φ′(·)的连续性得证.
根据引理1和引理2,证明如下的紧性结果:

引理3 设f(x)∈L2
*/(2*-p)(RN).当c<a2

4b
,I(u)满足(PS)c 条件.

证明  令{un}⊂D1,2
0 (RN)满足I(un)→c,I′(un)→0.因为

 1+2c+o(1)un ≥2I(un)-<I′(un),un>=b
2 un

4+ 1-2æ

è
ç

ö

ø
÷

p∫f(x)un
p ≥b

2 un
4,

所以 u{ }n 在D1,2
0 (RN)中有界.于是,有un 弱收敛到u 于D1,2

0 (RN).再由引理1和Hölder不等式,得

 ∫f(x)un
p-2un(un -u)≤∫f(x) un

p-1
p

p-[ ]1
p-1
p∫f(x) un -u[ ]p

1
p
≤

  ∫f(x) un[ ]p
p-1
p∫f(x) un -u[ ]p

1
p
≤C∫f(x) un -u[ ]p

1
p
→0. (3)

又因为o(1)=<I′(un),un -u>= a-bun( )2∫Ñun Ñ(un-u)-∫f(x)un
p-2un(un-u),所以由式

(3)有 a-bun( )2∫Ñun Ñ(un -u)→0.

假设a-bun
2 →0,则 un

2 → a
b.由<I′(un),v>= a-bun( )2∫Ñun Ñv-<φ′(un),v>,a-

bun
2 →0和<I′(un),v>→0,有φ′(un)→0.又由引理1和引理2可知φ′(un)→φ′(u),所以

 <φ′(u),v>=p∫f(x)u p-2uv=0,∀v∈D1,2
0 (RN).

根据变分法基本引理[11],可知u(x)=0几乎处处于RN.再由引理1和 un
2 →a

b
可得

 I(un)=a
2 un

2-b
4 un

4-φ(un)→a2
4b-φ(u)=

a2
4b
,

这与I(un)→c<a2
4b

矛盾.综上,可知∫Ñun Ñ(un -u)→0.又因为∫Ñu Ñ(un -u)→0,所以

∫Ñ(un -u)2 →0,即un 强收敛到u 于D1,2
0 (RN).
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2 主要结果及其证明

定理1 当f(x)∈L2
*/(2*-p)(RN)且Σf= x∈RN:f(x)>{ }0 的Lebesgue测度为正,则方程(1)

至少存在一个非负非平凡解和一个非正非平凡解.
证明 先证明泛函I(u)满足山路定理的几何结构.由Sobolev嵌入定理和Hölder不等式,有

 I(u)=a
2 u 2-b

4 u 4-∫f(x)u
p

≥a
2 u 2-b

4 u 4- f(x)2*/(2*-p)u p
2* ≥

  a
2 u 2-b

4 u 4-S-p/2 f(x)2*/(2*-p)u p =

  u 2 a
2-b

4 u 2-S-p/2 f(x)2*/(2*-p)u p-æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,

其中S为D1,2
0 (RN)到L2

*(RN)的最佳嵌入常数.因此存在常数α,ρ>0,使得 ∀u∈D1,2
0 (RN),u =

ρ,均有I(u)≥α>0.另一方面,由于Σf 有正测度,可知存在u0∈D1,2
0 (RN)满足∫f(x)u0 p >0,因此

 I(tu0)=a
2t

2 u0 2-b
4t

4 u0 4-tp∫f(x)u0 p → -∞(t→ ∞).

所以存在e0 ∈D1,2
0 (RN),使得 e0 >ρ且I(e0)<0.

再令c0=inf
γ∈Γ
max

t∈[0,1]
Iγ(t( )),其中Γ= γ∈C [0,1],D1,2

0 (RN( )):γ(0)=0,γ(1)=e{ }0 .由山路定理

可知,存在{un}⊂D1,2
0 (RN)使得I(un)→c0,I′(un)→0.因为I(un )=I(un),不妨假设un≥0.另一方

面,由于max
t∈[0,1]

Ite( )0 = max
t∈[0,1]

a
2t

2 e0 2-b
4t

4 e0 4-tp∫f(x)e0{ }p < max
t∈[0,1]

a
2t

2 e0 2-b
4t

4 e0{ }4 ≤
a2
4b
,故c0<a2

4b.再应用引理3可知,存在u∈D1,2
0 (RN)满足un→u且I′(u)=0.由于un≥0,un→u几

乎处处于RN,故u≥0,即u是方程(1)的一个非负非平凡解.
显然,当u满足式(2)时,-u也满足式(2),即又可得到方程(1)的一个非正非平凡解.
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