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一类带有扰动项的分数阶q-差分方程
解的存在唯一性
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(延边大学 理学院,吉林 延吉133002)

摘要:研究一类带有扰动项的非线性分数阶q 差分方程边值问题.首先给出了该问题解的表达式,并分析了

格林函数的性质;然后利用混合单调算子不动点定理获得了该问题解的存在唯一性,并且构造了两个迭代序

列的逼近解.
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Abstract:Inthearticle,westudyaclassoffractionalq-differencesequationboundaryvalueproblemswithper-
turbationarediscussed.Firstly,theexpressionofsolutionsispresented,andsomecharacteristicsoftheGreen
functionwereanalyzed.Secondly,byapplyingmixedmonotoneoperatorsfixedpointtheorems,ourresults
cannotonlyguaranteetheexistenceanduniquenessofsolutions,butasloconstructtwoiterativesequencesto
approximatethesolution.
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0 引言

1910年,Jackson引入了q 微积分概念[1],之后Al-Salam给出了分数阶q 微积分的基本概念和基

本性质[2].近年来,分数阶q 差分边值问题受到国内外学者的关注,并取得了一些研究成果[3-6],但对于

含有扰动项的分数阶q 差分边值问题研究得较少.本文将探讨带有扰动项的q 差分边值问题:

 

Dα
qx(t)+f(t,x(t),Dγ

qx(t))+g(t,x(t))=0;

Di
qx(0)=0,0≤i≤n-2;

Dβ
qx(1)=k(x(1))

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(1)

其中t∈(0,1),n-1<α≤n,n>3且1≤γ≤β≤n-2,g∶[0,1]×[0,+∞)→[0,+∞),f∶[0,

1]×[0,+∞)×[0,+∞)→ [0,+∞),k∶[0,+∞)→ [0,+∞)为连续函数.
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1 预备知识

定义1[2] Riemann-Liouville型q 积分定义为Ip
qh(t)= 1

Γq(p)∫
t

0
(t-qs)(p-1)h(s)dqs,p>0,h∈

C[0,1].
定义2[2] Riemann-Liouville型q 导数定义为Dp

qh(t)=(Dm
qIm-p

q h)(t),p>0,h∈C[0,1],m是

不小于p的整数.
引理1[6] 假设h∈C[0,1],α≥β≥0,则Dβ

qIα
qh(t)=Iα-β

q h(t).
引理2[6] 令h∈C[0,1]∩L1[0,1],α>0,则Iα

qDα
qh(t)=c1tα-1+c2tα-2+…+cntα-n,其中ci∈

R,i=1,2,3,…,n(n=[α]+1).
以下给出一些符号和已知结果,具体内容参考文献[7-12].假设(E,· )是实Banach空间,θ是E

的零元素.非空的闭凸集P⊂E 称为锥,如果满足如下条件:(a)x∈P,λ≥0⇒λx ∈P;(b)x∈P,

-x∈P ⇒x=θ.则E就定义了序,x≤y当且仅当y-x∈P.令·P={x∈P|x为P 内点},若·P 非

空,则称P为实锥.锥P称为正规的,如果存在一个常数N>0,使得对于任意的∀x,y∈E,θ≤x≤y使

得 x ≤N y ;在此情况下,N 叫做P的正规常数.称算子A∶E→E是单增(单减)的,如果对于x≤y
使得Ax ≤Ay(Ax ≥Ay).对于任意x,y∈E,x~y表示存在λ>0和μ>0,使得λx ≤y≤μx,

所以“~”是一个等价关系.对于h>θ(h≥θ,h≠0),定义Ph={x∈E|x~h},容易得出Ph⊂P.
定义3[13] A∶P×P→P称为混合单调算子,如果A(x,y)固定y∈P关于x是单增的,固定x∈P

关于y是单减的,即如果 ∀xi,yi∈P(i=1,2),x1 ≤x2,y1 ≥y2,则有A(x1,y1)≤A(x2,y2).当

A(x,x)=x,称x 是A 的不动点.
定义4 A∶P→P 称为亚齐次算子,如果A(tx)≥tAx,∀t∈(0,1),x∈P.
定义5 令D=P 或D=·P,存在实数α且0≤α<1,A∶D→D 称为α 凹算子,如果A(tx)≥

tαAx,∀t∈(0,1),x∈D.
引理3[14] 令α∈(0,1),P⊂E为正规锥,A∶P→P为增亚齐次算子,B∶P→P为单减算子,

C∶P×P→P为混合单调算子,且B和C 满足B(t-1y)≥tBy,C(tx,t-1y)≥tαC(x,y),∀t∈(0,1),

x,y∈P.假设:

(A1)存在h0∈Ph 使得A(h0,h0)∈Ph,Bh0∈P,C(h0,h0)∈Ph;

(A2)存在常数δ>0使得C(x,y)≥δ(Ax+By),∀x,y∈P.
则有:

1)A∶Ph →Ph,B∶Ph →Ph,C∶Ph ×Ph →Ph;

2)存在u0,v0∈Ph,r∈(0,1)使得rv0≤u0<v0,u0≤Au0+Bv0+C(u0,v0)≤Av0+Bu0+
C(v0,u0)≤v0;

3)算子方程Ax+Bx+C(x,x)=x 有唯一解x*∈Ph;

4)任意初值u0,v0∈Ph,构造序列un=Aun-1+Bvn-1+C(un-1,vn-1)和vn=Avn-1+Bun-1+C(vn-1,

un-1),其中n=1,2,…,于是有un →x*,vn →x*(n→ ∞).
引理4[14] 令α∈(0,1),P⊂E为正规锥,A∶P→P为增亚齐次算子,B∶P→P为单减算子,

C∶P×P→P为混合单调算子,且B和C 满足B(t-1y)≥tαBy,C(tx,t-1y)≥tC(x,y),∀t∈(0,1),

x,y∈P.假设:

(A′1)存在h0∈Ph 使得A(h0,h0)∈Ph,Bh0∈P,C(h0,h0)∈Ph;

(A′2)存在常数δ>0使得Ax+C(x,y)≤δBy,∀x,y∈P.
则可得与引理3中1)—4)相同的结论.
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引理5[14] 令α∈(0,1),P⊂E为正规锥,A∶P→P 为α 凹算子,B∶P→P 为单减算子,C∶

P×P→P 为混合单调算子,且B 和C 满足B(t-1y)≥tBy,C(tx,t-1y)≥tC(x,y),∀t∈(0,1),

x,y∈P.假设:

(A″1)存在h0∈Ph 使得A(h0,h0)∈Ph,Bh0∈P,C(h0,h0)∈Ph;

(A″2)存在常数δ>0使得By+C(x,y)≤δAx,∀x,y∈P.
则可得与引理3中1)—4)相同的结论.

引理6 令p(t)∈C[0,1],方程

 

Dα
qx(t)+p(t)=0,t∈(0,1),n-1<α≤n;

Di
qx(0)=0,0≤i≤n-2;

Dβ
qx(1)=k(x(1)),1≤β≤n-

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 2

(2)

有唯一解

 x(t)=∫
1

0
G(t,qs)p(s)dqs+Γq(α-β)

Γq(α)
k(x(1))tα-1, (3)

其中

 G(t,qs)= 1
Γq(α)

tα-1(1-qs)(α-β-1)-(t-qs)(α-1),0≤qs≤t≤1;

tα-1(1-qs)(α-β-1),0≤t≤qs≤{ 1
(4)

为格林函数.
引理7 格林函数(4)具有以下一些性质:

 0≤tα-1(1-qs)(α-β-1)1-(1-sqα-β)(β[ ]
) ≤Γq(α)G(t,qs)≤tα-1(1-qs)(α-β-1); (5)

 0≤tα-γ-1(1-qs)(α-β-1)1-(1-sqα-β)(β-γ[ ]
) ≤Γq(α-γ)Dγ

qG(t,qs)≤tα-γ-1(1-qs)(α-β-1).
(6)

证明 首先不等式(5)的右边部分显然成立,所以只需证明Γq(α)G(t,qs)的左边部分即可.当0≤
t≤qs≤1时,其显然成立;当0≤qs≤t≤1时,

 Γq(α)G(t,qs)=tα-1(1-qs)(α-β-1)-(t-qs)(α-1)≥

  tα-1(1-qs)(α-β-1)-tα-1(1-qs)(α-1)=tα-1(1-qs)(α-β-1)1-(1-sqα-β)(β[ ]
) ≥0,

其显然成立:因此,不等式(5)成立.
其次证明不等式(6)成立.由式(4)知

 Dγ
qG(t,qs)= 1

Γq(α-γ)
tα-γ-1(1-qs)(α-β-1)-(t-qs)(α-γ-1),0≤qs≤t≤1;

tα-γ-1(1-qs)(α-β-1),0≤t≤qs≤1{ ,
(7)

显然不等式(6)的右边部分成立,所以只需证明Γq(α-γ)Dγ
qG(t,qs)的左边部分成立即可.当0≤t≤

qs≤1时,其显然成立;当0≤qs≤t≤1时,

 Γq(α-γ)Dγ
qG(t,qs)=tα-γ-1(1-qs)(α-β-1)-(t-qs)(α-γ-1)≥

  tα-γ-1(1-qs)(α-β-1)-tα-γ-1(1-qs)(α-γ-1)=tα-γ-1(1-qs)(α-β-1)1-(1-sqα-β)(β-γ[ ]
) ≥0,

其显然成立:因此,不等式(6)成立.

2 主要结果及其证明

令E= x x∈C[0,1],Dγ
qx ∈C[0,1{ }] 为Banach空间,且定义范数 x =max{maxx(t),

maxDγ
q x(t),∀t∈[0,1]};定义E 中序关系u⪯v,如果u(t)≤v(t)且Dγ

qu(t)≤Dγ
qv(t);令P=

x∈E x(t)≥0,Dγ
qx(t)≥0,∀t∈[0,1{ }],则P 是一个正规锥且Ph ⊂E.

方程(1)有唯一解
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 x(t)=∫
1

0
G(t,qs)f(s,x(s),Dγ

qx(s))dqs+∫
1

0
G(t,qs)g(s,x(s))dqs+Γq(α-β)

Γq(α)
k(x(1))tα-1,

其中G(t,qs)由式(4)给出.定义如下算子:

 A(u)(t)=∫
1

0
G(t,qs)g(s,u(s))dqs,t∈[0,1]; (8)

 B(v)(t)=Γq(α-β)
Γq(α)

k(v(1))tα-1,t∈[0,1]; (9)

 C(u,v)(t)=∫
1

0
G(t,qs)f(s,u(s),Dγ

qv(s))dqs,t∈[0,1]. (10)

容易得到u=Au+Bu+C(u,u)时,u为方程(1)的解.
定理1 假设:

(H1)f∶[0,1]×[0,+∞)×[0,+∞)→[0,+∞),g∶[0,1]×[0,+∞)→[0,+∞),且k∶
[0,+∞)→ [0,+∞)为连续函数.

(H2)f(t,x,y)固定t∈[0,1],y∈[0,+∞)关于x∈[0,+∞)为单增的;固定t∈[0,1],x∈
[0,+∞)关于y∈[0,+∞)为单减的;g(t,x)固定t∈[0,1]关于x∈[0,+∞)为单增的;K(y)固
定t∈[0,1]关于y∈[0,+∞)为单减的;且k(y(1))≠0.

(H3)存在常数α∈(0,1)使得f(t,λx,λ-1y)≥λαf(t,x,y),∀λ∈(0,1),t∈[0,1],x,y∈[0,+∞);

g(t,x)和k(y)满足不等式g(t,λx)≥λg(t,x),k(λ-1y)≥λk(y),∀λ∈(0,1),x,y∈[0,+∞).
(H4)g(t,0)不恒等于0,t∈[0,1],存在δ1>0,δ2 >0使得f(t,x,y)≥δ1g(t,x),f(t,x,y)≥

δ2 ≥k(y),t∈[0,1],x,y∈[0,+∞).
则有:

1)存在u0,v0∈Ph ⊂E,r∈(0,1)使得rv0⪯u0≺v0,即rv0≤u0<v0,rDγ
qv0≤Dγ

qu0<Dγ
qv0:

 u0 ≤∫
1

0
G(t,qs)f(s,u0(s),Dγ

qv0(s))dqs+∫
1

0
G(t,qs)g(s,u0(s))dqs+Γq(α-β)

Γq(α)
k(v0(1))tα-1;

 Dγ
qu0 ≤∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)f(s,u0(s),Dγ
qv0(s))dqs+∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)g(s,u0(s))dqs+

  Γq(α-β)
Γq(α-γ)k

(v0(1))tα-γ-1;

 v0 ≥∫
1

0
G(t,qs)f(s,v0(s),Dγ

qu0(s))dqs+∫
1

0
G(t,qs)g(s,v0(s))dqs+Γq(α-β)

Γq(α)
k(u0(1))tα-1;

 Dγ
qv0 ≥∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)f(s,v0(s),Dγ
qu0(s))dqs+∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)g(s,v0(s))dqs+

  Γq(α-β)
Γq(α-γ)k

(u0(1))tα-γ-1;

其中h(t)=tα-1,∀t∈[0,1],G(t,qs)由式(4)给出.

2)方程(1)有唯一解x*∈Ph.

3)任意初值u0,v0∈Ph,构造序列:

 un(t)=∫
1

0
G(t,qs)f(s,un-1(s),Dγ

qvn-1(s))dqs+∫
1

0
G(t,qs)g(s,un-1(s))dqs+

  Γq(α-β)
Γq(α)

k(vn-1(1))tα-1,n=1,2,…;

 vn(t)=∫
1

0
G(t,qs)f(s,vn-1(s),Dγ

qun-1(s))dqs+∫
1

0
G(t,qs)g(s,vn-1(s))dqs+

  Γq(α-β)
Γq(α)

k(un-1(1))tα-1,n=1,2,….
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进而有un →x*,vn →x*(n→ ∞).
证明  为了得到结论,需要证明算子A,B,C满足引理3的全部条件.
首先证明A∶P→P,B∶P→P 和C∶P×P→P.由(H1)与引理7有 ∀u,v∈P,Au(t)≥0,

Dγ
qAu(t)≥0,Bv(t)≥0,Dγ

qBv(t)≥0,C(u,v)(t)≥0,Dγ
qC(u,v)(t)≥0,∀t∈[0,1],因此

Au∈P,Bv∈P,C(u,v)∈P.其次证明A 为单增的,B为单减的.∀u,v∈P,u⪯v得u(t)≤v(t),

Dγ
qu(t)≤Dγ

qv(t),∀t∈[0,1].由(H2)和G(t,qs)≻0可得

 A(u)=∫
1

0
G(t,qs)g(s,u(s))dqs≤∫

1

0
G(t,qs)g(s,v(s))dqs=A(v);

 Dγ
qA(u)=∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)g(s,u(s))dqs≤∫
1

0
Dγ

qG(t,qs)g(s,v(s))dqs=Dγ
qA(v);

 B(u)=Γq(α-β)
Γq(α)

k(u(1))tα-1 ≥Γq(α-β)
Γq(α)

k(v(1))tα-1=B(v);

 Dγ
qB(u)=Γq(α-β)

Γq(α-γ)k
(u(1))tα-γ-1 ≥Γq(α-β)

Γq(α-γ)k
(v(1))tα-γ-1=Dγ

qB(v);

因此Au⪯Av,Bu≻Bv.下证C为混合单调算子.∀u1,u2,v1,v2∈P,u1⪯u2,v1⪰v2,即u1(t)≤
u2(t),Dγ

qu1(t)≤Dγ
qu2(t),v1(t)≥v2(t),Dγ

qv1(t)≥Dγ
qv2(t),∀t∈[0,1].由(H2)和G(t,qs)≻0,

可得:

 C(u1,v1)(t)=∫
1

0
G(t,qs)f(s,u1(s),Dγ

qv1(s))dqs≤∫
1

0
G(t,qs)f(s,u2(s),Dγ

qv2(s))dqs=

  C(u2,v2);

 Dγ
qC(u1,v1)(t)=∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)f(s,u1(s),Dγ
qv1(s))dqs≤

  ∫
1

0
Dγ

qG(t,qs)f(s,u2(s),Dγ
qv2(s))dqs=Dγ

qC(u2,v2).

因此C(u1,v1)⪯C(u2,v2).以下证明A 为亚齐次算子,且B和C 满足B(t-1y)≥tBy,C(tx,t-1y)≥
tαC(x,y).根据(H3)和λ∈(0,1),有:

 A(λu)=∫
1

0
G(t,qs)g(s,λu(s))dqs≥λ∫

1

0
G(t,qs)g(s,u(s))dqs=λA(u);

 Dγ
qA(λu)=∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)g(s,λu(s))dqs≥λ∫
1

0
Dγ

qG(t,qs)g(s,u(s))dqs=λDγ
qA(u).

因此A(λu)⪰λAu,u∈P,则A 为亚齐次算子.同理可得下列不等关系成立:

 B(λ-1v)=Γq(α-β)
Γq(α)

k(λ-1v(1))tα-1 ≥λΓq(α-β)
Γq(α)

k(v(1))tα-1=λB(v);

 Dγ
qB(λ-1v)=Γq(α-β)

Γq(α-γ)k
(λ-1v(1))tα-γ-1 ≥λΓq(α-β)

Γq(α-γ)k
(v(1))tα-γ-1=λDγ

qB(v);

 C(λu,λ-1v)(t)=∫
1

0
G(t,qs)f(s,λu(s),λ-1Dγ

qv(s))dqs≥λα∫
1

0
G(t,qs)f(s,u(s),Dγ

qv(s))dqs=

  λαC(u,v);

 Dγ
qC(λu,λ-1v)(t)=∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)f(s,λu(s),λ-1Dγ
qv(s))dqs≥

  λα∫
1

0
Dγ

qG(t,qs)f(s,u(s),Dγ
qv(s))dqs=λαDγ

qC(u,v).

因此B(λ-1v)⪰λBv,C(λu,λ-1v)⪰λαC(u,v).
再证明算子A,B,C满足引理3中的条件(A1)和(A2).由(H1)、(H2)与式(5),可得:

 A(h)=∫
1

0
G(t,qs)g(s,sα-1)dqs≤tα-1∫

1

0

(1-qs)(α-β-1)
Γq(α) g(s,1)dqs;
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 A(h)≥∫
1

0

tα-1(1-qs)(α-β-1)1-(1-sqα-β)(β[ ]
)

Γq(α) g(s,sα-1)dqs≥

  tα-1∫
1

0

(1-qs)(α-β-1)1-(1-sqα-β)(β-γ[ ]
)

Γq(α) g(s,0)dqs;

 C(h,h)(t)=∫
1

0
G(t,qs)f(s,sα-1,Dγ

q(sα-1))dqs≤

  ∫
1

0

tα-1

Γq(α)
(1-qs)(α-β-1)fs,sα-1, Γq(α)

Γq(α-γ)s
α-γ-æ

è
ç

ö

ø
÷

1 dqs≤tα-1∫
1

0

(1-qs)(α-β-1)
Γq(α) f(s,1,0)dqs;

 C(h,h)≥∫
1

0

tα-1(1-qs)(α-β-1)1-(1-sqα-β)(β[ ]
)

Γq(α) fs,sα-1, Γq(α)
Γq(α-γ)s

α-γ-æ

è
ç

ö

ø
÷

1 dqs≥

  tα-1∫
1

0

(1-qs)(α-β-1)1-(1-sqα-β)(β-γ[ ]
)

Γq(α) fs,0, Γq(α)
Γq(α-γ

æ

è
ç

ö

ø
÷

)dqs.

另一方面,

 Dλ
qA(h)=∫

1

0
Dλ

qG(t,qs)g(s,sα-1)dqs≤ Γq(α)
Γq(α-γ)t

α-γ-1∫
1

0

(1-qs)(α-β-1)
Γq(α) g(s,1)dqs;

 Dγ
qA(h)≥∫

1

0

tα-γ-1(1-qs)(α-β-1)1-(1-sqα-β)(β-γ[ ]
)

Γq(α-γ) g(s,sα-1)dqs≥

  Γq(α)
Γq(α-γ)t

α-γ-1∫
1

0

(1-qs)(α-β-1)1-(1-sqα-β)(β-γ[ ]
)

Γq(α) g(s,0)dqs;

 Dγ
qC(h,h)(t)=∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)f(s,sα-1,Dγ
q(sα-1))dqs≤

  ∫
1

0

tα-γ-1

Γq(α-γ)
(1-qs)(α-β-1)fs,sα-1, Γq(α)

Γq(α-γ)s
α-γ-æ

è
ç

ö

ø
÷

1 dqs≤

  Γq(α)
Γq(α-γ)t

α-γ-1∫
1

0

(1-qs)(α-β-1)
Γq(α) f(s,1,0)dqs;

 Dγ
qC(h,h)≥∫

1

0

tα-γ-1(1-qs)(α-β-1)1-(1-sqα-β)(β-γ[ ]
)

Γq(α-γ) fs,sα-1, Γq(α)
Γq(α-γ)s

α-γ-æ

è
ç

ö

ø
÷

1 dqs≥

  Γq(α)
Γq(α-γ)t

α-γ-1∫
1

0

(1-qs)(α-β-1)1-(1-sqα-β)(β-γ[ ]
)

Γq(α) fs,0, Γq(α)
Γq(α-γ

æ

è
ç

ö

ø
÷

)dqs.

令

 c1=∫
1

0

(1-qs)(α-β-1)1-(1-sqα-β)(β-γ[ ]
)

Γq(α) g(s,0)dqs;

 c2=∫
1

0

(1-qs)(α-β-1)
Γq(α) g(s,1)dqs; (11)

 c3=∫
1

0

(1-qs)(α-β-1)1-(1-sqα-β)(β-γ[ ]
)

Γq(α) fs,0, Γq(α)
Γq(α-γ

æ

è
ç

ö

ø
÷

)dqs;

 c4=∫
1

0

(1-qs)(α-β-1)
Γq(α) f(s,1,0)dqs. (12)

由(H2)和(H4)可得c2≥c1>0,c4≥c3≥δ1c1>0,因此c1h⪯Ah⪯c2h,c3h⪯C(h,h)⪯c4h,所

以Ah∈Ph,C(h,h)∈Ph.另外,有:

 B(h)=Γq(α-β)
Γq(α)

k(h(1))tα-1=Γq(α-β)
Γq(α)

k(1)h(t); (13)

 Dγ
qB(h)= Γq(α)

Γq(α-γ)t
α-γ-1Γq(α-β)

Γq(α)
k(1)=Γq(α-β)

Γq(α)
k(1)Dγ

qh(t). (14)

因为k(y(1))≠0,所以可得Bh∈Ph.满足引理3中的条件(A1).
下证算子A,B,C满足引理3中的条件(A2).由(H4)可得:
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 C(u,v)(t)=∫
1

0
G(t,qs)f(s,u(s),Dγ

qv(s))dqs≥δ1∫
1

0
G(t,qs)g(s,u(s))dqs=δ1Au;

 Dγ
qC(u,v)(t)=∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)f(s,u(s),Dγ
qv(s))dqs≥δ1∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)g(s,u(s))dqs=δ1Dγ
qAu.

因此C(u,v)⪰δ1Au.再根据(H4)和引理7有:

 C(u,v)(t)=∫
1

0
G(t,qs)f(s,u(s),Dγ

qv(s))dqs≥δ2tα-1

Γq(α)∫
1

0
[(1-qs)(α-β-1)-(1-qs)(α-1)]dqs≥

  tα-1

Γq(α)
k(v(1))∫

1

0
[(1-qs)(α-β-1)-(1-qs)(α-γ-1)]dqs=

  1
Γq(α-β)∫

1

0
[(1-qs)(α-β-1)-(1-qs)(α-γ-1)]dqsBv;

 Dγ
qC(u,v)(t)=∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)f(s,u(s),Dγ
qv(s))dqs≥

  δ2tα-γ-1

Γq(α-γ)∫
1

0
[(1-qs)(α-β-1)-(1-qs)(α-γ-1)]dqs≥ tα-γ-1

Γq(α-γ)k
(v(1))·

  ∫
1

0
[(1-qs)(α-β-1)-(1-qs)(α-γ-1)]dqs= 1

Γq(α-β)∫
1

0
[(1-qs)(α-β-1)-(1-qs)(α-γ-1)]dqsDγ

qBv.

因此

 C(u,v)⪰ 1
Γq(α-β)∫

1

0
[(1-qs)(α-β-1)-(1-qs)(α-γ-1)]dqsBv.

取δ=12min
δ1, 1
Γq(α-β)∫

1

0
[(1-qs)(α-β-1)-(1-qs)(α-γ-1)]dq{ }s ,则C(u,v)⪰δ(Au+Bv).由此知

算子A,B,C满足引理3的全部条件.
由引理3中的结论2)可以得到存在u0,v0∈Ph ⊂E,r∈(0,1)使得rv0 ⪯u0 ≺v0,即rv0 ≤

u0 <v0,rDγ
qv0 ≤Dγ

qu0 <Dγ
qv0:

 u0 ≤∫
1

0
G(t,qs)f(s,u0(s),Dγ

qv0(s))dqs+∫
1

0
G(t,qs)g(s,u0(s))dqs+Γq(α-β)

Γq(α)
k(v0(1))tα-1;

 Dγ
qu0 ≤∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)f(s,u0(s),Dγ
qv0(s))dqs+∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)g(s,u0(s))dqs+

  Γq(α-β)
Γq(α-γ)k

(v0(1))tα-γ-1;

 v0 ≥∫
1

0
G(t,qs)f(s,v0(s),Dγ

qu0(s))dqs+∫
1

0
G(t,qs)g(s,v0(s))dqs+Γq(α-β)

Γq(α)
k(u0(1))tα-1;

 Dγ
qv0 ≥∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)f(s,v0(s),Dγ
qu0(s))dqs+∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)g(s,v0(s))dqs+

  Γq(α-β)
Γq(α-γ)k

(u0(1))tα-γ-1.

由引理3中的结论3)知方程(1)有唯一解x*∈Ph;由引理3中的结论4),对任意初值u0,v0∈Ph,构造

2个迭代序列 u{ }n 和 v{ }n ,当n→ ∞ 时un →x*,vn →x*:

 un(t)=∫
1

0
G(t,qs)f(s,un-1(s),Dγ

qvn-1(s))dqs+∫
1

0
G(t,qs)g(s,un-1(s))dqs+

  Γq(α-β)
Γq(α)

k(vn-1(1))tα-1,n=1,2,…;

 vn(t)=∫
1

0
G(t,qs)f(s,vn-1(s),Dγ

qun-1(s))dqs+∫
1

0
G(t,qs)g(s,vn-1(s))dqs+

  Γq(α-β)
Γq(α)

k(un-1(1))tα-1,n=1,2,….
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定理2 假设满足定理1中的(H1)和(H2),且:

(H′3)存在常数α∈(0,1),使得k(λ-1y)≥λαk(y),∀λ∈(0,1),y∈[0,+∞);f(t,x,y),g(t,x)满

足不等式f(t,λx,λ-1y)≥λf(t,x,y),g(t,λx)≥λg(t,x),∀λ∈(0,1),x,y∈[0,+∞),t∈[0,1];

(H′4)g(t,0)不恒等于0,ft,0,Γq(α)
Γq(α-β

æ

è
ç

ö

ø
÷

) 不恒等于0,t∈[0,1],存在常数δ0>0,使得g(t,x)+

f(t,x,y)≤δ0 ≤k(y),t∈[0,1],x,y∈[0,+∞).
则可得与定理1中1)—3)相同的结论.

证明  与定理1证明相似,由(H1)和(H2)得A∶P→P,B∶P→P和C∶P×P→P且A 为单

增的,B 为单减的,C为混合单调算子.由(H′3)得:

 A(λu)=∫
1

0
G(t,qs)g(s,λu(s))dqs≥λ∫

1

0
G(t,qs)g(s,u(s))dqs=λA(u);

 Dγ
qA(λu)=∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)g(s,λu(s))dqs≥λ∫
1

0
Dγ

qG(t,qs)g(s,u(s))dqs=λDγ
qA(u);

 B(λ-1v)=Γq(α-β)
Γq(α)

k(λ-1v(1))tα-1 ≥λαΓq(α-β)
Γq(α)

k(v(1))tα-1=λαB(v);

 Dγ
qB(λ-1v)=Γq(α-β)

Γq(α-γ)k
(λ-1v(1))tα-γ-1 ≥λαΓq(α-β)

Γq(α-γ)k
(v(1))tα-γ-1=λαDγ

qB(v);

 C(λu,λ-1v)(t)=∫
1

0
G(t,qs)f(s,λu(s),λ-1Dγ

qv(s))dqs≥λ∫
1

0
G(t,qs)f(s,u(s),Dγ

qv(s))dqs=

  λC(u,v);

 Dγ
qC(λu,λ-1v)(t)=∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)f(s,λu(s),λ-1Dγ
qv(s))dqs≥

  λ∫
1

0
Dγ

qG(t,qs)f(s,u(s),Dγ
qv(s))dqs=λDγ

qC(u,v).

因此A(λu)⪰λAu,B(λ-1v)⪰λαBv,C(λu,λ-1v)⪰λC(u,v),由此知 A 为亚齐次算子.由于

ft,0, Γq(α)
Γq(α-β

æ

è
ç

ö

ø
÷

) 不恒等于0与(H2)有c4≥c3>0,显然C(h,h)∈Ph;又由g(t,0)不恒等于0与(H2)

有c2 ≥c1 >0,则Ah∈Ph,其中c1,c2,c3,c4 如式(11)、(12);由式(13)、(14)和k(y(1))≠0,可得

Bh∈Ph.
下证算子A,B,C满足引理4中的(A′2)条件.由(H′4)和引理7,对于t∈[0,1],x,y∈[0,+∞),

可得:

 Au+C(u,v)=∫
1

0
G(t,qs)(g(s,u(s))+f(s,u(s),Dγ

qv(s)))dqs≤∫
1

0

tα-1(1-qs)(α-β-1)
Γq(α)

δ0dqs≤

  tα-1

Γq(α)
k(v(1))∫

1

0
(1-qs)(α-β-1)dqs= 1

Γq(α-β)∫
1

0
(1-qs)(α-β-1)dqsBv;

 Dγ
q(Au+C(u,v))=∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)(g(s,u(s))+f(s,u(s),Dγ
qv(s)))dqs≤

  ∫
1

0

tα-γ-1(1-qs)(α-β-1)
Γq(α-γ) δ0dqs≤ tα-γ-1

Γq(α-γ)k
(v(1))∫

1

0
(1-qs)(α-β-1)dqs=

  1
Γq(α-β)∫

1

0
(1-qs)(α-β-1)dqsDγ

qBv.

令δ= 1
Γq(α-β)∫

1

0
(1-qs)(α-β-1)dqs,则有Au+C(u,v)⪯δBv.由引理4,可得与定理1中1)—3)相同

的结论.
定理3 假设满足定理1中的(H1)和(H2),且:
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(H″3)存在常数α∈(0,1)使得g(t,λx)≥λαg(t,x),∀λ∈(0,1),t∈[0,1],x∈[0,+∞);f(t,

x,y)和k(y)满足不等式f(t,λx,λ-1y)≥λf(t,x,y),k(λ-1y)≥λk(y),∀λ∈(0,1),x,y∈[0,+∞),

t∈[0,1].

(H″4)ft,0, Γq(α)
Γq(α-β

æ

è
ç

ö

ø
÷

) 不恒等于0,t∈[0,1],存在常数δ1和δ2,使得k(y)≤δ1≤g(t,x),f(t,

x,y)≤δ2g(t,x),t∈[0,1],x,y∈[0,+∞).
则可得与定理1中1)—3)相同的结论.

证明 与定理1证明相似,由(H1)和(H2)得A∶P→P为单增的,B:P→P为单减的,且C∶P×
P→P 为混合单调算子.下证算子A,B,C满足引理5的全部条件.由(H″3)得:

 A(λu)=∫
1

0
G(t,qs)g(s,λu(s))dqs≥λα∫

1

0
G(t,qs)g(s,u(s))dqs=λαA(u);

 Dγ
qA(λu)=∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)g(s,λu(s))dqs≥λα∫
1

0
Dγ

qG(t,qs)g(s,u(s))dqs=λαDγ
qA(u);

 B(λ-1v)=Γq(α-β)
Γq(α)

k(λ-1v(1))tα-1 ≥λΓq(α-β)
Γq(α)

k(v(1))tα-1=λB(v);

 Dγ
qB(λ-1v)=Γq(α-β)

Γq(α-γ)k
(λ-1v(1))tα-γ-1 ≥λΓq(α-β)

Γq(α-γ)k
(v(1))tα-γ-1=λDγ

qB(v);

 C(λu,λ-1v)(t)=∫
1

0
G(t,qs)f(s,λu(s),λ-1Dγ

qv(s))dqs≥λ∫
1

0
G(t,qs)f(s,u(s),Dγ

qv(s))dqs=

  λC(u,v);

 Dγ
qC(λu,λ-1v)(t)=∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)f(s,λu(s),λ-1Dγ
qv(s))dqs≥

  λ∫
1

0
Dγ

qG(t,qs)f(s,u(s),Dγ
qv(s))dqs=λDγ

qC(u,v).

因此A(λu)⪰λαAu,B(λ-1v)⪰λBv,C(λu,λ-1v)⪰λC(u,v).由此知A 为α 凹算子.由(H2)有

c4 ≥c3 >0和c1≥c3>0,其中c1,c2,c3,c4 如式(11)、(12),所以C(h,h)∈Ph,Ah∈Ph.又由定理1
证明得Bh∈Ph,因此满足引理5中的条件(A″1).

下证算子A,B,C满足引理5中的(A″2)条件.由(H″4)与引理7,对于t∈[0,1],x,y∈[0,+∞),

可得:

 C(u,v)(t)=∫
1

0
G(t,qs)f(s,u(s),Dγ

qv(s))dqs≤δ2∫
1

0
G(t,qs)g(s,u(s))dqs=δ2Au;

 Dγ
qC(u,v)(t)=∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)f(s,u(s),Dγ
qv(s))dqs≤δ2∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)g(s,u(s))dqs=δ2Dγ
qAu.

因此,C(u,v)⪯δ2Au.另一方面,有:

 A(u)=∫
1

0
G(t,qs)g(s,u(s))dqs≥∫

1

0

tα-1(1-qs)(α-β-1)1-(1-sqα-β)(β[ ]
)

Γq(α)
δ1dqs≥

  tα-1

Γq(α)
k(v(1))∫

1

0
[(1-qs)(α-β-1)-(1-qs)(α-γ-1)]dqs=

  1
Γq(α-β)∫

1

0
[(1-qs)(α-β-1)-(1-qs)(α-γ-1)]dqsBv;

 Dγ
qA(u)=∫

1

0
Dγ

qG(t,qs)g(s,u(s))dqs≥∫
1

0

tα-γ-1(1-qs)(α-β-1)1-(1-sqα-β)(β-γ[ ]
)

Γq(α-γ) δ1dqs≥

  tα-γ-1

Γq(α-γ)k
(v(1))∫

1

0
[(1-qs)(α-β-1)-(1-qs)(α-γ-1)]dqs=

  1
Γq(α-β)∫

1

0
[(1-qs)(α-β-1)-(1-qs)(α-γ-1)]dqsDγ

qBv.
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令δ′= Γq(α-β)

∫
1

0
[(1-qs)(α-β-1)-(1-qs)(α-γ-1)]dqs

,则Bv⪯δ′Au.取δ=2maxδ′,δ{ }2 ,则Bv+C(u,v)⪯

δAu.应用引理5可得与定理1中1)—3)相同的结论.
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