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次序统计量的分布及其在均匀分布中的应用
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摘要:讨论最大和最小次序统计量的分布以及它们在均匀分布中的应用,并讨论基于均匀分布U(θ,θ+1)中

的参数估计及优效性,得出ξ(1),ξ(n)-1是θ的均方相合估计和强相合估计的结论.
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Abstract:Maximumorderstatistics(orminimumorderstatistics)anditsapplicationinuniformdistribution
arediscussedinthispaper.ParametricestimationanditssuperiorityforU(θ,θ+1)uniformdistributionare
obtained.
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  次序统计量由于其独特的定义和性质在数理统计中受到人们的重视,并在参数估计的理论和计算

中被广泛应用,特别是最大次序统计量和最小次序统计量.文献[1-5]讨论了次序统计量的性质和分

布、最大次序统计量和最小次序统计量的分布函数,以及最大次序统计量和最小次序统计量在参数估计

中的应用.本文在此基础上进一步讨论最大次序统计量和最小次序统计量在均匀分布U(θ,θ+1)参数

的估计及优效性问题,并得出了ξ(1),ξ(n)-1是θ的均方相合估计和强相合估计的结论.

1 次序统计量的定义

定义1 设ξ1,ξ2,…,ξn 为总体ξ 的样本,由该样本建立n个函数:

 ξ*
(k)=ξ*

(k)(ξ1,ξ2,…,ξn),k=1,2,…,n,

其中ξ*
(k)为该样本的统计量,它的观察值为x*

k ,x*
k 是样本ξ1,ξ2,…,ξn 的观察值x1,x2,…,xn 由小到

大排列(即x*
1 ≤x*

2 ≤ … ≤x*
n )后的第k位数值,则称ξ*

(1),ξ*
(2),…,ξ*

(n)为次序统计量.对于次序统计

量ξ(1),ξ(2),…,ξ(n),显然有:

 ξ(1)=min{ξ1,ξ2,…,ξn},ξ(n)=max{ξ1,ξ2,…,ξn},

分别称为最小次序统计量和最大次序统计量.不难得到其密度函数分别为:

 fξ(1)
(x)=n[1-F(x)]n-1f(x),fξ(n)

(x)=n[F(x)]n-1f(x),
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其中f(x)和F(x)分别称为总体ξ的密度函数和分布函数,并且(ξ(1),ξ(n))的联合密度函数为:

 f(x,y)=
n(n-1)[F(y)-F(x)]n-2f(x)f(y),(x,y)∈D;

0,(x,y)∉D{ .
其中D={(x,y)y<x}.

2 均匀分布的次序统计量及其分布

假设总体ξ服从均匀分布U(θ,θ+1),则其密度函数和分布函数分别为:

 f(x)=
1,θ<x<θ+1;

0,其它{ ;

 F(x)=

0,x<θ;

x-θ,θ≤x<θ+1;

1,x>θ

ì

î

í

ï
ï

ïï .
其最小次序统计量和最大次序统计量的密度函数分别为:

 fξ(1)
(x)=

n(1+θ-x)n-1,θ<x<θ+1;

0,其它{ ;

 fξ(n)
(x)=

n(x-θ)n-1,θ<x<θ+1;

0,其它{ .
(ξ(1),ξ(n))的联合密度函数为:

 f(x,y)=
n(n-1)(y-x)n-2,(x,y)∈D;

0,(x,y)∉D{ .
其中D={(x,y)y<x}.

3 均匀分布U(θ,θ+1)的参数估计

3.1 矩估计

因为E(ξ)=∫
θ+1

θ
xdx=θ+12

,令췍ξ=1n∑
n

i=1
ξi,从而췍ξ=̂θ+12

,由此得θ̂=췍ξ-12
是θ的矩估计,且

还是θ的无偏估计.

3.2 极大似然估计

参数θ的似然函数为L(θ)=
1,θ<x(1),x(n)<θ+1;

0,其它{ .
因为θ<x(1),x(n)<θ+1,所以x(n)-1<

θ<x(1).由此知θ̂1=min{ξ1,ξ2,…,ξn}=ξ(1)和θ̂2=max{ξ1,ξ2,…,ξn}-1=ξ(n)-1均为θ的极大似

然估计(MLE),且(1-λ)ξ(1)+λξ(n)也是θ的极大似然估计(MLE),所以θ的极大似然估计不惟一,其中

0<λ<1.
3.3 最小方差无偏估计

 D(̂θ)=D 1
n∑

n

i=1
ξi-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 =D 1

n∑
n

i=1
ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷i =D(췍ξ)=

1
nD(ξ)=

1
n
(E(ξ2)-(E(ξ))2)=

  1n∫
θ+1

θ
x2dx-(θ+12

)é

ë
êê

ù

û
úú

2 = 1
12n
,

 E(ξ(1))=∫
θ+1

θ
nx(1+θ-x)n-1dx=∫

1

0
n(1+θ-y)yn-1dy=n1+θ

n - 1
n+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 =θ+ 1
n+1

,

 D(ξ(1))=E(ξ2(1))-(E(ξ(1)))2=∫
θ+1

θ
nx2(1+θ-x)n-1dx- θ+ 1

n+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

=

222
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  n∫
1

0
(1+θ-y)2yn-1dy- θ+ 1

n+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

= n
(n+1)2(n+2)

,

 E(ξ(n)-1)=E(ξ(n))-1=∫
θ+1

θ
nx(x-θ)n-1dx-1=∫

1

0
n(y+θ)yn-1dy-1=

  θ+ n
n+1-1=θ- 1

n+1
,

 E(ξ(n))=θ+1- 1
n+1=θ+ n

n+1
,

 D(ξ(n)-1)=D(ξ(n))=E(ξ2(n))-(E(ξ(n)))2=∫
θ+1

θ
nx2(x-θ)n-1dx- θ+ n

n+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

=

  ∫
1

0
n(θ+y)2yn-1dy- θ+ n

n+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

= n
(n+1)2(n+2)

.

又因为当n>10时,有 1
12n>

n
(n+1)2(n+2)

,所以当样本量充分大时ξ(1),ξ(n)-1比θ̂更优.

4 均匀分布U(θ,θ+1)的参数估计量的相合性

定理1 假设(ξ1,ξ2,…,ξn)T 为来自均匀分布U(θ,θ+1)的样本,则:1)ξ(1),ξ(n)-1是θ的均方相

合估计;2)ξ(1),ξ(n)-1是θ的强相合估计.
证明  因为

 Eξ(1)-θ 2=E(ξ(1)-θ)2=E(ξ2(1)-2θξ(1)+θ2)=E(ξ2(1))-2θE(ξ(1))+θ2=

  (1+θ)2-2n
(1+θ)
n+1 + n

n+2-2θθ+ 1
n+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 +θ2= 2
(n+1)(n+2)→

0(n→ ∞),

根据均方相合估计定义知ξ(1)是θ的均方相合估计.同理可证ξ(n)-1也是θ的均方相合估计.

又因为P(ξ(1)-θ ≥ε)=∫x-θ ≥ε
dF(x)≤D(ξ(1))

ε2 =1ε2
n

(n+1)(n+2)→
0(n→ ∞)<+∞,

由Borel-Cantelli引理得ξ(1)是θ的强相合估计.同理可证ξ(n)-1也是θ的强相合估计.证毕.
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