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食饵具有常数投放率的Holling-IV类
捕食系统的定性分析
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摘要:通过对一类食饵种群具有常数投放率的 Holling-IV类捕食系统的等倾线性态进行分析,给出了该系统

平衡点存在的条件,并分析了平衡点的稳定性.运用Poincare-Bendixson环域定理和极限环唯一性定理得到

了系统正平衡点周围存在唯一极限环的充分条件.
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Abstract:Theconditionsfortheexistenceoftheequilibriumpointarediscussedbyusingisoclinesshapefora
classofpredator-preysystemwithconstantratestockingforpreyunderHolling-IVfunctionalresponse.The
stabilityoftheequilibriumpointareanalysed.Thesufficientconditionsfortheuniquenessofthelimitcyclea-
roundthepositiveequilibriumpointareobtainedbyusingthePoincare-Bendixsontheoremandtheuniqueness
theoremofthelimitcycle.
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  1968年,Andrews[1]给出了Holling-IV类功能反应函数φ(x)=
mx

a+bx+x2 .1980
年,Sokol等[2]

给出了更加符合实际情况的简化的Holling-IV类功能反应函数φ(x)=
mx

a+x2 .
随后,许多学者对食饵

种群具有常数投放率、常数收获率、线性控制项的Holling-IV类捕食系统进行研究,并得到了一些相关

的定性理论[3-7].文献[5]研究了两种群分别有常投放率和常收获率的Holling-IV类捕食系统:
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在文献[5]基础上,本文考虑食饵种群具有一般形式g(x)的密度制约项且具有常数投放率的

Holling-IV类捕食系统:
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其中函数g(x)满足:(I)存在k>0,使得g(k)=-h
k
,且当0<x≤k时,g′(x)<0.基于生态意义,

本文仅在G={(x,y)x≥0,y≥0}中考虑系统(1)的定性行为.
易得,系统(1)平衡点的线性近似系统的系数矩阵为

 J(x,y)=
g(x)- y

β+x2+x g′(x)+ 2xy
(β+x2)
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1 平衡点的性态分析

系统(1)的平衡点有以下2种情况:

 
xg(x)+h=0,

y=0{ ;  
xg(x)+h- xy

β+x2=0,
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β+x2=0
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显然,当系统(1)满足(I)时,系统有平凡平衡点A(k,0).

系统(1)的水平等倾线为y=0或y=1b -a+ cx
β+x
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2 具有以下性

质:当x=0时,y=-a
b
;当y=0时,该曲线与x正半轴有2个交点,其横坐标为x1=c- c2-4βa2

2a
,

x2=c+ c2-4βa2

2a
,且当x1 <x<x2 时,y>0.

系统(1)的垂直等倾线为y=
[xg(x)+h](β+x2)

x
,且曲线y=

[xg(x)+h](β+x2)
x

具有以下性

质:lim
x→0+

y=+∞;当y=0时,x=k.

令M(x)=
[xg(x)+h](β+x2)
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2 ,则当0<x≤k时,有

 M′(x)=(β+x2)g′(x)+2xg(x)-hβ
x2 -c(β-x2)

b(β+x2)2+h≤

  (β+x2)g′(x)+2kg(0)+ c

bx2+β2
x2+2æ
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若(β+x2)g′(x)+2kg(0)+ c
4βb

+h<0,则M′(x)<0,即M(x)单调递减.又因为lim
x→0+

M(x)=+∞,

且当x1<k<x2时,有-ak2+ck-aβ>0,所以M(k)=- 1
b(β+k2)

(-ak2+ck-aβ)<0,故M(x)

存在唯一x*∈(0,k),使得M(x*)=0,即此时系统存在唯一正平衡点B(x*,y*);而当k<x1 或k>
x2时,有-ak2+ck-aβ<0,所以M(k)>0.结合M′(x)<0,得当0<x≤k时,恒有M(x)>0,
即此时系统在(0,k)内不存在正平衡点.

由以上讨论可得如下定理1:

定理1 若系统(1)满足(I)、(II)x1<k<x2 及(III)(β+x2)g′(x)+2kg(0)+ c
4βb

+h<0时,
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则该系统存在唯一正平衡点B(x*,y*),其中x*∈(0,k).
定理2 若系统(1)满足(I)—(III)时,则有:

1)平衡点A(k,0)为系统(1)的鞍点.

2)若(IV)2(a+by*)g(x*)+ h
x
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时,B(x*,y*)为系统(1)的稳定的结点或焦点.

3)若(V)hcx2
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时,B(x*,y*)为系统(1)的不稳定的结点或焦点.

证明  1)当系统(1)满足(I)和(II)时,有g(k)=-h
k <0,g′(k)<0,-ak2+ck-aβ>0,故

detJ(k,0)= 1
β+k2

[g(k)+kg′(k)](-ak2+ck-aβ)<0,此时平衡点A(k,0)为系统(1)的鞍点.

2)若系统(1)满足(I)—(III)时,
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当(IV)成立时,detJ(x*,y*)>0,TrJ(x*,y*)<0,此时B(x*,y*)为系统(1)的稳定的结点或

焦点.
3)若系统(1)满足(I)—(III)及(V)时,detJ(x*,y*)>0,TrJ(x*,y*)>0,此时B(x*,y*)为

系统(1)的不稳定的结点或焦点.

2 极限环的存在性与唯一性

定理3 若系统(1)满足(I)—(III)及(V)时,则系统在Ω内围绕正平衡点B(x*,y*)至少存在一

个稳定的极限环.

证明 由正平衡点的存在性知c2-4βa2>0,所以-a+ c
2β

>0.现做直线L1:x=0,则dL1dt (1)
=

dx
dt x=0

=h>0,系统(1)从左到右穿过L1 的轨线;L2:y= 1
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统(1)从上到下穿过L2的轨线;L3:x=k,则dL3dt (1)
=dxdt x=k

=kg(k)- y
β+k
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,

系统(1)从右到左穿过L3的轨线;L4:y=0是系统(1)的轨线,所以系统(1)的轨线进入由L1—L4所围

成的区域内.又因为在定理3的条件下,B(x*,y*)为系统的不稳定平衡点,由Bendixson环域定理知,
在B(x*,y*)外围至少存在一个稳定的极限环.证毕.

定理4 若系统(1)满足(I)—(III)、(V)及N′(x)M(x)-N(x)M′(x)≤0时,则系统在Ω内围绕

正平衡点B(x*,y*)存在唯一稳定的极限环.
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证明  对系统(1)作变换dt=(β+x2)dτ,变换后仍用t表示τ,则
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(2)

对系统(2)作变换췍x=x-x*,췍y=y-y*,则

 

d췍x
dt=[(췍x+x*)g(췍x+x*)+h][β+(췍x+x*)2]-(췍x+x*)(췍y+y*),

d췍y
dt={c(췍x+x*)-a[β+(췍x+x*)2]}(췍y+y*)-b[β+(췍x+x*)2](췍y+y*)2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(3)

对系统(3)作变换췍x+x*=x*eu,췍y+y*=y*ev,则
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对系统(4)作变换w=u,z=v-bβu+12
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其中 F(w)=y*- g(x*ew)+ h
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下面验证系统(5)满足极限环唯一性定理[8]的条件:

1)因为M(x)=
[xg(x)+h](β+x2)
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w)2]wM(x*ew).又由x*ew =x,可得wM(x*ew)=(lnx-lnx*)M(x).由前面分析知,(x-

x*)M(x)<0,即wM(x*ew)<0,故wg(w)>0.所以有G(w)=∫
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0
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lnk
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.

2)Φ(0)=0,Φ′(z)=y*ez >0,即Φ(z)单调递增,Φ(+∞)=+∞.
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鲁棒性.由于本文方案中选用的晶格模型具有周期性边界条件的特征,因此可以将本文方案拓展到

n×n多维方阵系统中.本文研究所得结果对研究多体系统间的强相互作用也具有一定的指导意义,即

在多体系统中能够实现其他量子态的制备和转换.
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综上,得系统(1)在Ω内围绕正平衡点B(x*,y*)存在唯一稳定的极限环.证毕.
本文所得的定理3和定理4表明,两种群均不会灭绝,它们的数量在正平衡点B(x*,y*)邻近呈现

为稳定的周期振荡.
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