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一类带有p-Laplacian算子的分数阶q-差分边值
问题的多重正解的存在性
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摘要:研究了一类带有p-Laplacian算子和q 积分边值条件的分数阶q 差分方程多重正解的存在性.首先分

析了格林函数的性质,然后利用Avery-Peterson不动点定理建立了该方程至少存在3个正解的充分条件.
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Abstract:Thispaperisconcernedwiththeexistenceofpositivesolutionsforintegralboundaryvalueproblems
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0 引言

近年来,关于分数阶q 差分边值问题的研究取得了大量成果[1-9].但是,在众多研究成果中,关于带

有p-Laplacian算子的分数阶q 差分方程解的存在性的研究大多是关于解的唯一性和至少存在一个正

解的研究[6-7],而关于多重正解的存在性的研究相对较少.2017年,ZhangLuchao等[10]研究了一类带有

p-Laplacian算子和q 积分边值条件的分数阶微分方程多重正解的存在性.在该研究的启发下,本文研

究如下分数阶q 差分方程:

 

Dβ
qφp(CDα

qx(t))=f(t,x(t),CDβ
qx(t)),t∈(0,1);

x(1)=∫
1

0
g1(s)x(s)dqs;

Dqx(0)=∫
1

0
g2(s)x(s)dqs;

D2
qx(0)=0;

Dv
q(φp(CDα

qx(1)))=φp(CDα
qx(0))=0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï .
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其中:2<α<3;1<β<2;α-β>1;0<v<1;β-v-1>0;φp 是p-Laplacian算子;CDα
q 是Caputo

型分数阶q 导数;Dβ
q 是Riemann-Liouville型分数阶q 导数;gk∈C([0,1],[0,+∞)),k=1,2,f∈

C([0,1]×[0,+∞)×(-∞,0],[0,+∞))为给定的函数.分数阶q 差分方程(1)的正解指的是x(t)

满足:x(t)>0,t∈[0,1].文中假设以下条件成立:

(L0)g1(t)>g2(t)≥0,0≤∫
1

0
g2(s)dqs,∫

1

0
g1(s)dqs<1.

本文将利用Avery-Peterson不动点定理建立方程(1)至少存在3个正解的充分条件.

1 预备知识

定义1[8] [a]q∶=1-qa

1-q
,a∈R,q∈(0,1).

定义2[8] 幂指函数(a-b)n 的q 类似定义为:(a-b)(0)=1;(a-b)(n)=an∏
n-1

k=0

(a-bqk),n∈

N,a,b∈R;(a-b)(α)=aα∏
∞

n=0

a-bqn

a-bqα+n,α∈R.特别地,b=0时a(α)=aα.

定义3[8] q-Γ函数定义为Γq(x)=
(1-q)(x-1)

(1-q)x-1
,x ∈R\0,-1,-2{ },… .易知Γq(x+1)=

[x]qΓq(x).

定义4[8] 函数f(x)的q 导数定义为:(Dqf)(x)=f(x)-f(qx)
(1-q)x

,(Dqf)(0)=lim
x→0
(Dqf)(x).

函数f的高阶q 导数定义为:(D0
qf)(x)=f(x),(Dn

qf)(x)=Dq(Dn-1
q f)(x),n∈N.

定义5[8] 函数f(x)在区间[0,b]上的q 积分定义为:

 (Iqf)(x)=∫
x

0
f(t)dqt=x(1-q)∑

∞

n=0
f(xqn)qn,x∈[0,b].

定义6[8-9] Riemann-Liouville型分数阶q 积分定义为:

 (Iα
qf)(x)= 1

Γq(α)∫
x

0
(x-qt)(α-1)f(t)dqt,α>0,x∈[0,1];

Riemann-Liouville型分数阶q 导数定义为:

 (Dα
qf)(x)=(Dm

qIm-α
q f)(x),α>0,x∈[0,1];

Caputo型分数阶q 导数定义为:

 (CD0
qf)(x)=f(x),(CDα

qf)(x)=(Im-α
q Dm

qf)(x),α>0,x∈[0,1].
其中f(x)是定义在[0,1]上的函数,规定(I0qf)(x)=f(x),(D0

qf)(x)=f(x),m 是不小于α 的最小

整数.显然,当α∈N时,CDα
qf=Dα

qf.
引理1[8-9] 设α>0,p是正整数,m 是不小于α 的最小整数,则:

(i)(Iα
qDp

qf)(x)=(Dp
qIα

qf)(x)-∑
p-1

k=0

xα-p+k

Γq(α+k-p+1)
(Dk

qf)(0);

(ii)(Iα
q(CDα

qf))(x)=f(x)-∑
m-1

n=0

xn

Γq(n+1)
Dn

qf(0).

引理2[8] 若α>0,a≤b≤t,则(t-a)(α)≥ (t-b)(α).
引理3[10] 设P是实Banach空间E上的一个锥,γ和θ为P 上的非负连续凸函数,φ是P 上的一

个非负连续凹函数,ψ是P 上的一个满足ψ(λx)≤λψ(x)的非负连续函数,其中0≤λ≤1,并且对于

某个正数M 和d 有

 φ(x)≤ψ(x),‖x‖ ≤Mγ(x),x∈P(γ;d). (2)
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假设算子T=P(γ;d)→P(γ;d)是完全连续,并且存在正实数a,b,c满足a<b,使得如下条件成立:
(H1)对于x∈P(γ,θ,φ;b,c,d)有{x∈P(γ,θ,φ;b,c,d):φ(x)>b}≠ ∅ 且φ(Tx)>b;
(H2)对于x∈P(γ,φ;b,d)和θ(Tx)>c有φ(Tx)>b;
(H3)对于x∈P(γ,ψ;a,d)且ψ(x)=a,有0∉P(γ,ψ;a,d)且ψ(Tx)<a.

那么,T 至少有3个不动点x1,x2,x3 ∈P(γ;d),使得

 γ(xi)≤d,i=1,2,3;φ(x1)>b,a<φ(x2),ψ(x2)<b,ψ(x3)<a.
其中 P(γ;d),P(γ,φ;b,d),P(γ,θ,φ;b,c,d)为凸集,P(γ,ψ;a,d)为闭集,且 P(γ;d)={x ∈P:

γ(x)<d},P(γ,φ;b,d)={x∈P:b≤φ(x),γ(x)≤d},P(γ,θ,φ;b,c,d)={x∈P:b≤φ(x),

θ(x)≤c,γ(x)≤d},P(γ,ψ;a,d)={x∈P:a≤ψ(x),γ(x)≤d}.

2 Green函数的性质

引理4 设h∈C[0,1],1<β<2,0<v<1,β-v-1>0,则分数阶q 差分边值问题

 
Dβ

qu(t)=h(t),0<t<1;

Dv
qu(1)=0,u(0)={ 0

(3)

有唯一解

 u(t)=-∫
1

0
H(t,qs)h(s)dqs. (4)

其中,

 H(t,qs)= 1
Γq(β)

tβ-1(1-qs)(β-v-1)-(t-qs)(β-1),0≤qs≤t≤1;

tβ-1(1-qs)(β-v-1),0≤t≤qs≤1{ .
(5)

证明  应用引理1的(i)有u(t)=Iβ
qh(t)+C1tβ-1+C2tβ-2,C1,C2∈R.由u(0)=0,得C2=0.根

据定义6有Dv
qu(t)=Iβ-v

q h(t)+C1 Γq(β)
Γq(β-v)t

β-v-1= 1
Γq(β-v)∫

t

0
(t-qs)(β-v-1)h(s)dqs+C1 Γq(β)

Γq(β-v)
·

tβ-v-1.由Dv
qu(1)=0,有Dv

qu(1)= 1
Γq(β-v)∫

1

0
(1-qs)(β-v-1)h(s)dqs+C1 Γq(β)

Γq(β-v)=0.
因此,C1=

- 1
Γq(β)∫

1

0
(1-qs)(β-v-1)h(s)dqs.于是

 u(t)= 1
Γq(β)∫

t

0
(t-qs)(β-1)h(s)dqs- tβ-1

Γq(β)∫
1

0
(1-qs)(β-v-1)h(s)dqs=

  1
Γq(β)∫

t

0
[(t-qs)(β-1)-tβ-1(1-qs)(β-v-1)]h(s)dqs-∫

1

t
tβ-1(1-qs)(β-v-1)dq{ }s =

  -∫
1

0
H(t,qs)h(s)dqs,

其中 H(t,qs)如式(5)所示.
引理5 假设(L0)成立,设y∈C[0,1],2<α<3,则分数阶q 差分边值问题

 

CDα
qx(t)=y(t),0<t<1;

x(1)=∫
1

0
g1(s)x(s)dqs;

Dqx(0)=∫
1

0
g2(s)x(s)dqs;

D2
qx(0)=

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï 0

(6)

有唯一解

 x(t)=-∫
1

0
G(t,qs)y(s)dqs, (7)
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且

 CDβ
qx(t)= 1

Γq(α-β)∫
t

0
(t-qs)(α-β-1)y(s)dqs, (8)

其中:

 G(t,qs)=G1(t,qs)+G2(t,qs), (9)

 G1(t,qs)=
(1-qs)(α-1)-(t-qs)(α-1),0≤qs≤t≤1;

(1-qs)(α-1),0≤t≤qs≤1{ ,
(10)

 G2(t,qs)=δ P(t)∫
1

0
g1(τ)G1(τ,qs)dqτ+Q(t)∫

1

0
g2(τ)G1(τ,qs)dq[ ]τ . (11)

这里

 δ-1=N1(1-M2)+(1-N2)(1-M1), (12)

 P(t)=1-N2+N1t,Q(t)=M2-1+(1-M1)t, (13)

 M1=∫
1

0
g1(s)dqs,N1=∫

1

0
g2(s)dqs,M2=∫

1

0
sg1(s)dqs,N2=∫

1

0
sg2(s)dqs. (14)

证明  由引理1的(ii)有x(t)=Iα
qy(t)+C0+C1t+C2t2= 1

Γq(α)∫
t

0
(t-qs)(α-1)y(s)dqs+C0+

C1t+C2t2,C0,C1,C2∈R.由x(1)=∫
1

0
g1(s)x(s)dqs有 1

Γq(α)∫
1

0
(1-qs)(α-1)y(s)dqs+C0+C1+C2=

∫
1

0
g1(s)x(s)dqs.由于Dqx(t)=Iα-1

q y(t)+C1+(1+q)C2t= 1
Γq(α-1)∫

t

0
(t-qs)(α-2)y(s)dqs+C1+(1+

q)C2t,因此由条件Dqx(0)=∫
1

0
g2(s)x(s)dqs有Dqx(0)=C1=∫

1

0
g2(s)x(s)dqs.又由于D2

qx(t)=Iα-2
q ·

y(t)+(1+q)C2 及条件D2
qx(0)=0有C2=0,于是C0=∫

1

0
g1(s)x(s)dqs-∫

1

0
g2(s)x(s)dqs- 1

Γq(α)
·

∫
1

0
(1-qs)(α-1)y(s)dqs.进而有

 x(t)= 1
Γq(α)∫

t

0
(t-qs)(α-1)y(s)dqs+∫

1

0
g1(s)x(s)dqs-∫

1

0
g2(s)x(s)dqs-

  1
Γq(α)∫

1

0
(1-qs)(α-1)y(s)dqs+t∫

1

0
g2(s)x(s)dqs=-∫

1

0
G1(t,qs)y(s)dqs+A1-A2+tA2,

(15)

其中G1(t,qs)如式(10)所示,A1=∫
1

0
g1(s)x(s)dqs,A2=∫

1

0
g2(s)x(s)dqs.

根据式(15)有g1(t)x(t)=-g1(t)∫
1

0
G1(t,qs)y(s)dqs+A1g1(t)-A2g1(t)+tA2g1(t),对上式两

边从0到1求q 积分得

 A1=∫
1

0
g1(s)x(s)dqs=-∫

1

0
g2(s)∫

1

0
G1(s,qτ)y(τ)dq( )τ dqs+A1∫

1

0
g1(s)dqs-A2∫

1

0
g1(s)dqs+

  A2∫
1

0
sg1(s)dqs=I1+A1M1-A2M1+A2M2, (16)

其中M1 和M2 如式(14)所示,

 I1=-∫
1

0
g1(s)∫

1

0
G1(s,qτ)y(τ)dq( )τ dqs=-∫

1

0∫
1

0
g1(s)G1(s,qτ)dq( )sy(τ)dqτ.

类似地,有

 A2=∫
1

0
g2(s)x(s)dqs=-∫

1

0
g2(s)∫

1

0
G1(s,qτ)y(τ)dq( )τ dqs+A1∫

1

0
g2(s)dqs-A2∫

1

0
g2(s)dqs+
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  A2∫
1

0
sg2(s)dqs=-∫

1

0∫
1

0
g2(s)G1(s,qτ)dq( )sy(τ)dqτ+A1N1-A2N1+A2N2=

  I2+A1N1-A2N1+A2N2, (17)

其中N1 和 N2 如式(14)所示,I2 =-∫
1

0∫
1

0
g2(s)G1(s,qτ)dq( )sy(τ)dqτ.由式(16)和(17)得 A1 =

[I1(1+N1-N2)+I2(M2-M1)]δ,A2=[I2(1-M1)+I1N1]δ,其中δ-1 如式(12)所示.所以

 x(t)=-∫
1

0
G1(t,qs)y(s)dqs+[I1(1+N1-N2)+I2(M2-M1)-I2(1-M1)-I1N1+

  tI2(1-M1)+tI1N1]δ=-∫
1

0
G1(t,qs)y(s)dqs+δI1P(t)+δI2Q(t)=

 -∫
1

0
G1(t,qs)y(s)dqs-∫

1

0
δ P(t)∫

1

0
g1(τ)G1(τ,qs)dqτ+Q(t)∫

1

0
g2(τ)G1(τ,qs)dq[ ]τ y(s)dqs=

 -∫
1

0
G1(t,qs)y(s)dqs-∫

1

0
G2(t,qs)y(s)dqs=-∫

1

0
G(t,qs)y(s)dqs,

其中G2(t,qs)如式(11)所示,P(t)和Q(t)如式(13)所示.另一方面,由定义6有

 CDβ
qx(t)=CDβ

q(Iα
qy(t)+C0+C1t)=I2-βq D2

qIα
qy(t)+I2-βq D2

qC0+I2-βq D2
q(C1t)=

  I2-βq Iα-2
q y(t)=Iα-β

q y(t)= 1
Γq(α-β)∫

t

0
(t-qs)(α-β-1)y(s)dqs.

证毕.
引理6 分数阶q 差分方程(1)等价于如下积分方程:

 x(t)=∫
1

0
G(t,qs)φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)f(τ,x(τ),CDβ

qx(τ))dq( )τ dqs,

且

 CDβ
qx(t)=- 1

Γq(α-β)∫
t

0
(t-qs)(α-β-1)φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)f(τ,x(τ),CDβ

qx(τ))dq( )τ dqs, (18)

其中 H(t,qs)和G(t,qs)分别如式(5)和式(9)所示.
证明  根据引理4和引理5,设y(t)=φ-1

p (u(t)),h(t)=f(t,x(t),CDβ
qx(t)),有

 y(t)=φ-1
p (u(t))=-φ-1

p∫
1

0
H(t,qs)f(s,x(s),CDβ

qx(s))dq( )s ,

从而有x(t)=-∫
1

0
G(t,qs)y(s)dqs=∫

1

0
G(t,qs)φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)f(τ,x(τ),CDβ

qx(τ))dq( )τ dqs.由式(8)

知,式(18)显然成立.证毕.
引理7 假设(L0)成立,则函数 H(t,qs)和G(t,qs)满足以下条件:

(B1)对于(t,s)∈[0,1],有 H(t,s)≥0且连续;

(B2)对于(t,s)∈[0,1],有 H(t,qs)≤ (1-qs)(β-v-1);

(B3)对于(t,s)∈[0,1],有G(t,s)≥0且连续.
证明  (B1)显然 H(t,s)连续,且当0≤t≤qs≤1时,tβ-1(1-qs)(β-v-1)>0显然成立,当0≤

qs≤t≤1时,有

 tβ-1(1-qs)(β-v-1)-(t-qs)(β-1)=tβ-1 (1-qs)(β-v-1)-(1-qs
t
)(β-1é

ë
êê

ù

û
úú
) >

  tβ-1 (1-qs
t
)(β-v-1)-(1-qs

t
)(β-1é

ë
êê

ù

û
úú
) >0.

(B2)当0≤t≤qs≤1时,tβ-1(1-qs)(β-v-1)≤ (1-qs)(β-v-1);当0≤qs≤t≤1时,有

 tβ-1(1-qs)(β-v-1)-(t-qs)(β-1)≤tβ-1(1-qs)(β-v-1)≤ (1-qs)(β-v-1).
(B3)由式(9)—(11)知G(t,s)显然连续,类似于(B1)的证明易证G1(t,qs)≥0.另一方面,由条件
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(L0)知,对于t∈(0,1)有g1(t)>tg1(t)>tg2(t),且1>∫
1

0
g1(s)dqs>∫

1

0
sg1(s)dqs>∫

1

0
sg2(s)dqs>0,

1>∫
1

0
g1(s)dqs>∫

1

0
g2(s)dqs>∫

1

0
sg2(s)dqs>0,即1>M1>M2>N2>0,1>M1>N1>N2>0,

所以δ-1=N1(1-M2)+1-N2 >0.由(L0)和G1(t,qs)≥0知,

 tDqG2(t,qs)=δ N1∫
1

0
g1(τ)G1(τ,qs)dqτ+(1-M1)∫

1

0
g2(τ)G1(τ,qs)dq( )τ >0, (19)

即G2(t,qs)关于t单调递增.由式(11)有

 G2(t,qs)≥G2(0,qs)=δ (1-N2)∫
1

0
g1(τ)G1(τ,qs)dqτ+(M2-1)∫

1

0
g2(τ)G1(τ,qs)dq[ ]τ ≥

  δ∫
1

0
[(1-N2)g2(τ)+(M2-1)g2(τ)]G1(τ,qs)dqτ=δ∫

1

0
(M2-N2)g2(τ)G1(τ,qs)dqτ≥0,

因此G2(t,qs)≥0,所以G(t,s)≥0.证毕.

引理8 设η∈(0,
1
2
),记ρ1=1-ηα-1,则min

t∈[0,η]
G1(t,qs)≥ρ1G1(qs,qs)=ρ1 max

t∈[0,1]
G1(t,qs).

证明  当0≤qs≤t≤1,且t∈[0,η]时,G1(t,qs)= (1-qs)(α-1)-(t-qs)(α-1)≤(1-qs)(α-1)=

G1(qs,qs),且有G1(t,qs)
G1(qs,qs)=

1-
tα-1(1-qs

t
)(α-1)

(1-qs)(α-1) ≥1-
tα-1(1-qs

t
)(α-1)

(1-qs
t
)(α-1)

≥1-ηα-1=ρ1>0.当0≤

t≤qs≤1,且t∈[0,η]时,G1(t,s)=G1(qs,qs)>ρ1G1(qs,qs),因此min
t∈[0,η]

G1(t,qs)≥ρ1G1(qs,qs).

引理9 设(L0)成立,那么函数G2(t,qs)满足以下2个条件:

(O1)G2(t,qs)≤G2(1,qs)=max
t∈[0,1]

G2(t,qs);

(O2)min
t∈[0,η]

G2(t,qs)≥ρ2 max
t∈[0,1]

G2(t,qs),其中0<ρ2=
M2-N2

1-N2+N1
<1.

证明  由引理7和式(19)知G2(t,qs)>0,且max
t∈[0,1]

G2(t,qs)=G2(1,qs)=δ[(1-N2+N1)·

∫
1

0
g1(τ)G1(τ,qs)dqτ+(M2-M1)∫

1

0
g2(τ)G1(τ,qs)dqτ]和min

t∈[0,η]
G2(t,qs)=G2(0,qs)≥0.于是有:

 G2(0,qs)
G2(1,qs)=

(1-N2)∫
1

0
g1(τ)G1(τ,qs)dqτ+(M2-1)∫

1

0
g2(τ)G1(τ,qs)dqτ

(1-N2+N1)∫
1

0
g1(τ)G1(τ,qs)dqτ+(M2-M1)∫

1

0
g2(τ)G1(τ,qs)dqτ

≥

  
(M2-N2)∫

1

0
g1(τ)G1(τ,qs)dqτ

(1-N2+N1)∫
1

0
g1(τ)G1(τ,qs)dqτ

= M2-N2

1-N2+N1
=ρ2,

 0<ρ2=
M2-N2

1-N2+N1
<M2-N2

1-N2
<1,

因此min
t∈[0,η]

G2(t,qs)≥ρ2G2(1,qs).

引理10 min
t∈[0,η]

G(t,qs)≥ρ[G1(qs,qs)+G2(1,qs)],且G(t,qs)≤G1(qs,qs)+G(1,qs),其中ρ=

min{ρ1,ρ2}.

3 主要结果及其证明

设E 为Banach空间,且

 E= x∈C[0,1]:CDβ
qx ∈C[0,1],Dqx(0)=∫

1

0
g2(s)x(s)dqs,D2

qx(0)={ }0 ,
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范数 ‖x‖=max{max
t∈[0,1]

x(t),max
t∈[0,1]

CDβ
qx(t)}.定义集合P⊂E 如下:

 P= x∈E:x(t)≥0,CDβ
qx(t)≤0,min

t∈[0,η]
x(t)≥ρmax

t∈[0,1]
x(t{ }).

对于x,y∈P和k1,k2≥0,易得k1x(t)+k2y(t)≥0,CDβ
q(k1x(t)+k2y(t))=k1CDβ

qx(t)+k2CDβ
qy(t)≤0

和min
t∈[0,η]

{k1x(t)+k2y(t)}≥ min
t∈[0,η]

{k1x(t)}+ min
t∈[0,η]

{k2y(t)}≥ρ(max
t∈[0,1]

{k1x(t)}+ max
t∈[0,1]

{k2y(t)})≥

ρmax
t∈[0,1]

{k1x(t)+k2y(t)}.于是,对于x,y∈P和k1,k2≥0,有k1x(t)+k2y(t)∈P.若x∈P且x≠0,

易证-x∉P,因此P 是E 上的一个锥.设T∶P→E 是按如下定义的一个算子:

 Tx(t)∶=∫
1

0
G(t,qs)φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)f(τ,x(τ),CDβ

qx(τ))dq( )τ dqs,

则有如下引理成立:

引理11 设条件(L0)成立,那么T∶P→P 是一个完全连续算子.
证明 对于x∈P,由G(t,qs),H(t,qs),f(t,x(t),CDβ

qx(t))的非负性和连续性知T是一个连续

算子,且Tx(t)≥0.由式(17)有

 CDβ
qTx(t)=- 1

Γq(α-β)∫
t

0
(t-qs)(α-β-1)φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)f(τ,x(τ),CDβ

qx(τ))dq( )τ dqs≤0.

进一步有

 min
t∈[0,η]

Tx(t)=min
t∈[0,η]∫

1

0
G(t,qs)φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)f(τ,x(τ),CDβ

qx(τ))dq( )τ dqs=

  ∫
1

0
min

t∈[0,η]
G(t,qs)φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)f(τ,x(τ),CDβ

qx(τ))dq( )τ dqs≥

  ∫
1

0
ρmax

t∈[0,1]
G(t,qs)φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)f(τ,x(τ),CDβ

qx(τ))dq( )τ dqs=ρmax
t∈[0,1]

Tx(t).

所以,T(P)⊆P.
下面证明T是一致有界解的.设D是P 中的有界集,即存在一个常数γ>0,使得对于∀x∈D,有

‖x‖ ≤γ.设M0= max
t∈[0,1],x∈D

f(t,x(t),CDβ
qx(t))+1>0,那么对于 ∀x∈D,有

 Tx(t)≤∫
1

0
G(t,qs)φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ) f(τ,x(τ),CDβ

qx(τ))dq( )τ dqs≤

  φ-1
p (M0)∫

1

0
(G1(qs,qs)+G2(1,qs))φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)dq( )τ dqs∶=M01.

进一步有 CDβ
qTx(t)≤ 1

Γq(α-β)∫
t

0
(t-qs)(α-β-1)φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)f(τ,x(τ),CDβ

qx(τ))dq( )τ dqs ≤

φ-1
p (M0)
Γq(α-β)∫

1

0
(1-qs)(α-β-1)φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)dq( )τ dqs∶=M02.所以‖Tx(t)‖≤max{M01,M02},即T是

一致有界的.
最后证明T 是等度连续的.由于G(t,qs)∈C([0,1],[0,1])也是在[0,1]×[0,1]上是一致连续

的,因此对于 ∀ε>0,∃常数δ1 >0使得对于 ∀t1,t2 ∈[0,1]且 t1-t2 <δ1,有

 G(t1,qs)-G(t2,qs)< ε

φ-1
p (M0)∫

1

0
φ-1

p (H(s,qτ)dqτ)dqs
.

因此,Tx(t1)-Tx(t2)≤∫
1

0
G(t1,qs)-G(t2,qs)φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)f(τ,x(τ),CDβ

qx(τ))dq( )τ dqs≤

ε

φ-1
p (M0)∫

1

0
φ-1

p (H(s,qτ)dqτ)dqs
φ-1

p (M0)∫
1

0
φ-1

p (H(s,qτ)dqτ)dqs=ε.

另一方面,对于 ∀t1,t2 ∈[0,1],且t1 <t2 有
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 CDβ
qTx(t2)-CDβ

qTx(t1)≤ 1
Γq(α-β)

·

  ∫
t1

0
[(t2-qs)(α-β-1)-(t1-qs)(α-β-1)]φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)f(τ,x(τ),CDβ

qx(τ)dqτ( ))dq{ s +

  ∫
t2

t1

(t2-qs)(α-β-1)φ-1
p∫

1

0
H(s,qτ)f(τ,x(τ),CDβ

qx(τ))dq( )τ dq }s →0(t2 →t1).

因此,T 是等度连续的.根据Arzela-Ascoli定理知,T 是完全连续算子.证毕.
为了方便本文的证明,记正常数J1,J2,J3 分别为如下形式:

 J1=∫
1

0
(G1(qs,qs)+G2(1,qs))φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)dq( )τ dqs,

 J2= 1
Γq(α-β)∫

1

0
(1-qs)(α-β-1)φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)dq( )τ dqs,

 J3=∫
1

0
(G1(qs,qs)+G2(1,qs))φ-1

p∫
η

0
H(s,qτ)dq( )τ dqs.

在P 上定义的函数如下:γ(x)=‖x‖,θ(x)=ψ(x)=max
t∈[0,1]

x(t),φ(x)=min
t∈[0,η]

x(t).显然,

γ(x)和θ(x)是非负连续的凸函数,φ(x)是非负连续的凹函数,ψ(x)是非负连续函数,且满足ρθ(x)≤

φ(x)≤θ(x)=ψ(x),‖x‖ ≤Mγ(x),其中M=1,由此可知引理3中的式(2)成立.

定理1 设(L0)成立,且存在正常数a,b,d 满足a<b<ρdmin
J3
J1
,J3
J{ }
2
,且c=b

ρ
,使得条件

(L1)—(L3)成立:

(L1)f(t,x,y)≤ minφp(dJ1
),φp(dJ2{ }),其中(t,x,y)∈[0,1]×[0,d]×[-d,0];

(L2)f(t,x,y)>φp(b
ρJ3

),其中(t,x,y)∈[0,η]×[b,
b
ρ
]×[-d,0];

(L3)f(t,x,y)<φp(aJ1
),其中(t,x,y)∈[0,1]×[0,a]×[-d,0].

那么方程(1)至少有3个正解x1,x2,x3 满足:

 ‖xi‖ ≤d(i=1,2,3), (20)

 min
t∈[0,η]

x1(t)>b,a< min
t∈[0,η]

x2(t),max
t∈[0,1]

x2(t)<b,max
t∈[0,1]

x3(t)<a. (21)

证明  显然,算子T 的不动点与方程(1)的解等价.对于x∈P(γ,d)有γ(x)=‖x‖ ≤d,即

max
t∈[0,1]

x(t)≤d且max
t∈[0,1]

CDβ
qx(t)≤d,则0≤x(t)≤d,-d≤ CDβ

qx(t)≤0.由条件(L1)有:

 max
t∈[0,1]

Tx(t)=max
t∈[0,1]∫

1

0
G(t,qs)φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)f(τ,x(τ),CDβ

qx(τ))dq( )τ dqs≤

  ∫
1

0
(G1(qs,qs)+G2(1,qs))φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)f(τ,x(τ),CDβ

qx(τ))dq( )τ dqs≤

  ∫
1

0
(G1(qs,qs)+G2(1,qs))φ-1

p φp(dJ1
)∫

1

0
H(s,qτ)dq

æ

è
ç

ö

ø
÷τ dqs=

  d
J1∫

1

0
(G1(qs,qs)+G2(1,qs))φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)dq( )τ dqs=d,

 max
t∈[0,1]

CDβ
qTx(t)=

  max
t∈[0,1]

-1
Γq(α-β)∫

t

0
(t-qs)(α-β-1)φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)f(τ,x(τ),CDβ

qx(τ))dq( )τ dqs ≤

  1
Γq(α-β)∫

1

0
(1-qs)(α-β-1)φ-1

p φp(dJ2
)∫

1

0
H(s,qτ)dq

æ

è
ç

ö

ø
÷τ dqs≤

  d
J2

1
Γq(α-β)∫

1

0
(1-qs)(α-β-1)φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)dq( )τ dqs=d.
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因此,γ(Tx)=‖Tx‖=max max
t∈[0,1]

Tx(t),max
t∈[0,1]

CDβ
qTx(t{ }) ≤d.所以,T∶P(γ,d)→P(γ,d).

设x(t)=b
ρ
,则x(t)∈P(γ,θ,φ;b,c,d)且φ(

b
ρ
)>b,因此{x∈P(γ,θ,φ;b,c,d):φ(x)>b}≠ ∅.

对于x∈P(γ,θ,φ;b,c,d),有b≤x(t)≤c=b
ρ
,t∈[0,η]和-d≤ CDβ

qx(t)≤0.根据条件(L2)有

 φ(Tx)=min
t∈[0,η]

Tx(t)=min
t∈[0,η]∫

1

0
G(t,qs)φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)f(τ,x(τ),CDβ

qx(τ))dq( )τ dqs>

  ∫
1

0
ρ(G1(qs,qs)+G2(1,qs))φ-1

p φp(b
ρJ3

)∫
η

0
H(s,qτ)dq

æ

è
ç

ö

ø
÷τ dqs=

  b
J3∫

1

0
(G1(qs,qs)+G2(1,qs))φ-1

p∫
η

0
H(s,qτ)dq( )τ dqs=b.

因此,对于x∈P(γ,θ,φ;b,c,d),有φ(Tx)>b,引理3中的条件(H1)成立.由式(2),对于x∈P(γ,

φ;b,d)且θ(Tx)>c=b
ρ
,有φ(Tx)≥ρθ(Tx)>ρc=b,由此可知引理3中的条件(H2)成立.因为

ψ(0)=0<a,所以0∉P(γ,ψ;a,d).对于x∈P(γ,ψ;a,d)且ψ(x)=a,易知γ(x)≤d.因此可知

max
t∈[0,1]

x(t)=a,且-d≤ CDp
qx(t)≤0.根据条件(L3)有

 ψ(Tx)=max
t∈[0,1]

Tx(t)<∫
1

0
(G1(qs,qs)+G2(1,qs))φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)φp(aJ1

)dq
æ

è
ç

ö

ø
÷τ dqs=

  a
J1∫

1

0
(G1(qs,qs)+G2(1,qs))φ-1

p∫
1

0
H(s,qτ)dq( )τ dqs=a.

所以,引理3中的条件(H3)成立.综上所述,引理3的条件均成立,因此方程(1)至少有3个正解x1,x2,

x3,满足式(20)和式(21).证明完毕.
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