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一类p-拉普拉斯椭圆方程的多重解
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(齐鲁师范学院 数学学院,山东 济南250013)

摘要:利用局部环绕的临界点定理,在没有使用Ambrosetti-Rabinowitz型增长条件下,讨论了一类p 拉普拉

斯椭圆方程,获得了方程的多个非平凡解.所得结果改进和推广了文献[5-7]中的相关结论.
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Multiplesolutionsforaclassofp-Laplacianellipticequations

LIUChunhan
(SchoolofMathematics,QiluNormalUniversity,Jinan250013,China)

Abstract:Usingcriticalpointtheoremrelatedtolocallinking,thep-Laplacianellipticequationsarediscussed
withoutusingAmbrosetti-Rabinowitztypegrowthconditions,andsomenontrivialsolutionsareobtained.The
resultsextendandimprovetherelevantconclusionintheliterature[5-7].
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0 引言

本文研究椭圆方程

 
M(∫Ω

Ñu pdx[ ])
p-1
(-Δpu)=f(x,u),x∈Ω;

u=0,x∈∂Ω

ì

î

í
ïï

ïï .
(1)

这里M∶R+→R+ 是连续泛函,Ω⊂RN 是具有光滑边界的有界区域,Δpu=div(Ñu p-2 Ñu)是p 拉

普拉斯算子(1<p).

设W1,p
0 (Ω)= u∈Lp(Ω):∫Ω

Ñu pdx< ∞,且u ∂Ω={ }0 是Banach空间,定义范数为 u = u p=

∫Ω
Ñu pd( )x

1
p,∀u∈W1,p

0 (Ω).W =span{ϕ1}是相应于特征根λ1的一维特征子空间,其中 ϕ1 =1.设

W1,p
0 (Ω)=W 췍V,其中V = u∈W1,p

0 (Ω):∫Ω
uϕp-1

1 dx={ }0 ,则存在췍λ>λ1,使得∫Ω
Ñu pdx ≥

췍λ∫Ω
u pdx,∀u∈V.当p=2时,取췍λ=λ2,λ2 是 H1

0(Ω)中-Δ的第2特征值.

首先考虑特征值问题

 
-Δpu=λh(x)u p-2u,u∈Ω;

u=0,u∈∂Ω{ ,
(2)
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这里h(x)∈L
N
p(Ω)是正测度子集上的正能量泛函.定义流形

 Γ= u∈W1,p
0 (Ω):∫Ω

h(x)u pdx={ }1 ,

则Γ是W1,p
0 (Ω)中的一个光滑、对称、非空的子流形.定义 ∑ 为Γ中一类紧对称子集,令Γk={A∈∑:

i(A)≥k},其中i是Fadell和Rabinowitz的上同调指标[1-2].依据文献[3],问题(2)的特征值可以表示成

 λk(h)=inf
∑∈Γk
sup
u∈∑∫Ω

Ñu pdx. (3)

{λk(h)}k∈N 包含问题(2)的所有特征值,且{λk(h)}k∈N 是问题(2)的变分特征值.由文献[2]可知,第1特

征值λ1(h)>0是单根且孤立的.设ϕh
1 是λ1(h)的标准特征函数,ϕh

1 在Ω上是正的.

文献[4-6]利用 Morse理论和局部环绕研究了方程
-Δpu=f(x,u),u∈Ω;

u=0,u∈∂Ω{ ,
得到了方程至少存

在一个(两个)非平凡弱解.文献[7]利用Morse理论研究了方程(1),得到了方程(1)至少有两个非平凡

解.本文将会用到如下条件:
(F1)存在某个常数C>0,使得 f(x,t)≤C(1+ t q-1),∀x∈Ω,t∈R.这里1≤q<p* =

Np
N -p

,1<p<N.

(F2)存在r>0,̂λ∈(λ1,췍λ),mp-1
1 λ1<mp-1

0 λ̂,对于任意的 u ≤r,有mp-1
1 λ1 u p≤pF(x,u)<

mp-1
0 λ̂u p.

(F3)lim
t →∞

pF(x,t)
t p =mp-1

0 λ1.

(F4)lim
t →∞

(f(x,t)t-pF(x,t))=+∞.

本文假设M∶R+→R+ 是连续泛函,并且满足如下条件:
(i)存在常数n0 >0,使得M(u)≥n0,∀u≥0.

(ii)存在常数n1>0,使得M(u)≤n1,̂M(u)≤[M(u)]p-1u,∀u≥0,其中M̂(u)=∫
u

0
[M(s)]p-1ds.

f是Caratheodory泛函且满足如下条件:
(H1)存在某个常数C>0,使得 f(x,t)≤C(1+ t q-1),∀x∈Ω,t∈R.这里p<q<p* =

Np
N -p

,N >p;

∞,p≥N

ì

î

í

ïï

ïï .

(H2)lim
t →∞

pF(x,t)
t p =np-1

0 h∞(x)对a.e.x∈Ω一致,其中h∞(x)∈LN/p.

(H3)lim
t →0

pF(x,t)
t p =np-1

1 h0(x)对a.e.x∈Ω一致,其中h0(x)∈LN/p.

(H4)lim
t →∞

F(x,t)-
np-1
0

p
h∞(x)tæ

è
ç

ö

ø
÷p =-∞ 对a.e.x∈Ω一致.

经典的Ambrosetti-Rabinowitz型增长条件为:存在μ>p 和r>0,使得对于任意的x∈Ω,有

t ≥r⇒0<μF(x,t)≤tf(x,t),则称f(x,t)满足Ambrosetti-Rabinowitz型增长条件.
通过比较可以看到,本文并没有用到经典的Ambrosetti-Rabinowitz型增长条件,研究方法也不同

于文献[7].

1 预备知识

易知方程(1)的弱解是泛函 Φ(u)=1p
M̂∫Ω

Δu pd( )x -∫Ω
F(x,u)dx 的临界点,其中 M̂(u)=
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∫
u

0
[M(s)]p-1ds,F(x,u)=∫

u

0
f(x,s)ds.显然Φ(u)∈C1(W1,p

0 (Ω),R),且对 ∀u,v∈W1,p
0 (Ω),有

 <Φ′(u),v>= M∫Ω
Ñu pd( )[ ]x

p-1

∫Ω
Ñu p-2 ÑuÑvdx-∫Ω

f(x,u)vdx.

根据Sobolev嵌入定理知,对任意的1≤α≤p*,W1,p
0 (Ω)→Lα(Ω)是紧的.

本文将用到以下定义、引理和定理:

定义1[4] 设Φ∈C1(E,R),若对于任意满足Φ(un)→c,Φ′(un)→0(n→ ∞)的数列 u{ }n 均存

在收敛子列,则称Φ对于每一个c∈R满足(PS)c 条件;如果Φ对于每一个c∈R满足(PS)c 条件,则称

Φ满足(PS)条件.
定义2[8] 称E 的子集A 和B 环绕,若A∩B=∅,对任意的Γ∈Φ,存在t∈[0,1],使得Γ(t,

A)∩B≠ ∅.
引理1[7] 假设满足条件(i)和(H1),任意满足Φ′(un)→0(n→ ∞)的{un}⊂W1,p

0 (Ω)有一个收

敛子列.
定理1[3] 设X 是实赋范空间,C+,C- 为X 的两个星形集,C+ 是X 的闭集,C+∩C-={0},并且

在Z2 上(X,C-\{0})与C+ (k)维上同调环绕.r+,r->0,令:

 D-={u∈C-:u ≤r-},S+={u∈C+:u =r+},

 Q={u+te:u∈C-,t≥0,u+te ≤r-},H={u+te:u∈C-,t>0,u+te =r-}.
如果r->r+>0,(Q,D-∪H)与S+ 在Z2 上k+1维上同调环绕.事实上,D-∪H 是Q 的相对边界.

定理2[6] 设X 是实赋范空间,C+,C- 为X 的两个星形集,C+ 是X 的闭集,C+∩C-={0},并且

在Z2 上(X,C-\{0})与C+ (k)维上同调环绕.假设泛函J∈C1(X,R),J(0)=0且满足(PS)条件,则

存在一个常数δ>0,使得

 
J(u)≤0,∀u∈C-,u ≤δ;

J(u)>0,∀u∈C+,0< u ≤δ{ .
(4)

假设J是下方有界且infXJ<0,则J至少有3个临界点.
由于λk(h0)<λk+1(h0),设

 C-=u∈W1,p
0 (Ω):∫Ω

Ñu pdx≤λk(h0)∫Ω
h0(x)u pd{ }x ,

 C+=u∈W1,p
0 (Ω):∫Ω

Ñu pdx≥λk+1(h0)∫Ω
h0(x)u pd{ }x ,

其中C- 和C+ 是W1,p
0 (Ω)中对称的闭子集,且C-∩C+={0}.从文献[3]中的定理2.7和定理3.2可知,

在Z2 上(W1,p
0 (Ω),C-\{0})与C+ (k=i(C-\{0}))维上同调环绕.

2 主要结果及其证明

定理3 假设条件(i)、(ii)和(H1)—(H3)成立,如果λk(h0)<1,n1
n
æ

è
ç

ö

ø
÷

0

p-1

<λk+1(h0),且满足下列

条件之一,则方程(1)在W1,p
0 (Ω)中至少存在两个非平凡解.

(a)λ1(∞)>1;
(b)λ1(∞)=1,且条件(H4)成立.
证明  假设k=1,令C-=span{ϕh

1},于是W1,p
0 (Ω)=C+췍C-.利用文献[9]中的定理3和定理4

即可证明定理成立.假设k>1,下面分3步来证明:

1)证明泛函Φ满足(PS)条件,即证明泛函Φ在W1,p
0 (Ω)上是强制的.如果λ1(∞)>1,由(H2)可

知,对于任意的ε>0,存在Rε >0,使得
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 pF(x,u)-np-1
0 h∞(x)u p ≤εu p,∀x∈Ω,u ≥Rε.

再由条件(i)、(ii)和(H1)可得,存在A1
ε >0,使得:

 F(x,u)≤np-1
0

p
h∞(x)u p +ε

p
u p +A1

ε,∀x∈Ω,u∈R,

 M̂∫Ω
Ñu pd( )x =∫∫Ω

Ñu pdx

0
[M(s)]p-1ds≥np-1

0∫∫Ω
Ñu pdx

0
ds=np-1

0∫Ω
Ñu pdx=np-1

0 u p.

于是有

 Φ(u)=1p
M̂∫Ω

Ñu pd( )x -∫Ω
F(x,u)dx≥np-1

0

p
u p -np-1

0

p∫Ω
h∞(x)u pdx-

  ε
p∫Ω

u pdx-A1
ε Ω ≥np-1

0

p
u p -np-1

0

p
1

λ1(h∞)
u p -εAp

p
u p -A1

ε Ω =

  np-1
0

p
1- 1

λ1(h∞

æ

è
ç

ö

ø
÷

) u p -εAp

p
u p -A1

ε Ω ,

这里 Ω 为Ω的勒贝格测度,因此可选取充分小的ε>0,由上式得Φ在W1,p
0 (Ω)上是强制的.

如果λ1(∞)=1,且(H4)成立,令H(x,u)=F(x,u)-np-1
0

p
h∞(x)u p,由条件(H2)和(H4)可得

 lim
u →∞

pH(x,u)
u p =0,lim

u →∞
H(x,u)=-∞. (5)

若假设Φ在W1,p
0 (Ω)上不是强制的,则存在{un}⊂W1,p

0 (Ω),使得

 un → ∞(n→ ∞),Φ(un)≤A, (6)

其中A∈R.设vn = un

un
,则 vn =1.故存在v∈W1,p

0 (Ω),使得在W1,p
0 (Ω)上vn →v,在Lp(Ω)上

vn →v,在Ω上a.e.vn →v.因此,由式(5)和(6)可得

 A
un

p ≥
Φ(un)
un

p =
M̂∫Ω

Ñun
pd( )x

p un
p -∫Ω

F(x,un)dx

un
p ≥np-1

0

p -np-1
0

p∫Ω
h∞(x)vn

pdx-

  1
un

p∫Ω
H(x,un)dx≥np-1

0

p -np-1
0

p∫Ω
h∞(x)vn

pdx- A1

un
p
,

这里A1 >0是一个常数.令n→ ∞,有

 1≤∫Ω
h∞(x)vn

pdx. (7)

利用庞加莱不等式和范数的下半连续性,有

 1≤∫Ω
h∞(x)vn

pdx≤ vn
p ≤liminf

n→∞
vn

p =1. (8)

由式(7)和(8)可得∫Ω
Ñvn

pdx=∫Ω
h∞(x)vn

pdx,并且在W1,p
0 (Ω)上vn→v.由此可推出 v =1,且

v=±ϕ
h∞
1 ,因此 un(x)→ +∞a.e.x∈Ω.再由Fatou引理和式(5)可得

 A2 ≥Φ(un)=1p
M̂∫Ω

Ñun
pd( )x -∫Ω

F(x,un)dx≥

  np-1
0

p
un

p -np-1
0

p
1

λ1(h∞)
un

p -∫Ω
H(x,un)dx≥-∫Ω

H(x,un)dx→ +∞(n→ ∞).

上式矛盾,因此Φ在W1,p
0 (Ω)上是强制的,所以泛函Φ在W1,p

0 (Ω)上满足(PS)条件.

2)证明Φ满足式(4).由条件(H3)可得,对于任意的ε>0,存在δε >0,使得

 pF(x,u)-np-1
1 h0(x)u p ≤εu p,∀x∈Ω,u ≤δε.

再由条件(i)、(ii)、(H1)及F 的连续性可得,存在A2
ε >0,使得:
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 F(x,u)≥np-1
1

p
h0(x)u p -ε

p
u p -A2

ε u q,∀x∈Ω,u∈R;

 F(x,u)≤np-1
1

p
h0(x)u p +ε

p
u p +A2

ε u q,∀x∈Ω,u∈R.

因此,对于任意的u∈C-,有:

 Φ(u)=1p
M̂∫Ω

Ñu pd( )x -∫Ω
F(x,u)dx≤np-1

1

p
u p -np-1

1

p∫Ω
h0(x)u pdx+

  ε
p∫Ω

u pdx+A2
ε∫Ω

u qdx≤np-1
1

p
u p -np-1

1

p
1

λk(h0)
u p +εAp

p
u p +A2

εAq u q=

  np-1
1

p
1- 1

λk(h0
æ

è
ç

ö

ø
÷

) u p +εAp

p
u p +A2

εAq u q,

 Φ(u)=1p
M̂∫Ω

Ñu pd( )x -∫Ω
F(x,u)dx≥np-1

0

p
u p -np-1

1

p∫Ω
h0(x)u pdx-

  ε
p∫Ω

u pdx-A2
ε∫Ω

u qdx≥np-1
1

p
u p -np-1

1

p
1

λk+1(h0)
u p -εAp

p
u p -A2

εAq u q=

  1
p

np-1
0 - np-1

1

λk+1(h0
æ

è
ç

ö

ø
÷

) u p -εAp

p
u p -A2

εAq u q.

由于λk(h0)<1,n1
n
æ

è
ç

ö

ø
÷

0

p-1

<λk+1(h0),p<q<p*,令ε= 1
2Apminnp-1

1
1

λk(h0)-
æ

è
ç

ö

ø
÷1 ,np-1

0 - np-1
1

λk+1(h0{ }) ,
则存在δ>0,使得式(4)成立.

3)当 inf
W1,p0 (Ω)

Φ<0时,由定理2可得定理3成立.当 inf
W1,p0 (Ω)

Φ≥0时,由2)可得对于任意的u∈C-,

u ≤δ,有Φ(u)= inf
W1,p0 (Ω)

Φ=0,因此对于满足u∈C-,u ≤δ的u 都是方程(1)的解.定理3得证.
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