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摘要:在用区间数描述不确定现象的预测问题中,由于每种单项预测方法在各个时点处的精度不同,定权区

间型组合预测模型存在权重固定不变的不足.本文引入诱导广义有序加权对数平均(IGOWLA)算子,以区间

数距离作为最优准则,构建一种基于区间数距离的IGOWLA算子的变权区间型组合预测模型.实证分析结

果显示,本文所构建的区间型组合预测方法可提高预测精度,是一种有效的优性的组合预测方法.
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Abstract:Intheproblemofforecastinguncertaintiesdescribedbyintervalnumbers,duetothedifferentpreci-
sionofeachsingleforecastingmethodateachtimepoint,thefixedweightintervalcombinationforecasting
modelhastheshortageoffixedweight.Inthispaper,theinducedgeneralizedorderedweightedlogarithmic
averaging(IGOWLA)operatorisintroduced.Usingtheintervalnumberdistanceastheoptimalcriterion,a
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0 引言

在预测过程中,为了得到更加精确的预测结果,往往采用将几种单项预测方法合并在一起的组合预

测方法.组合预测方法能够充分利用参与的每一种单项预测方法提供的有效信息,减少因错误选择某一

单项预测方法所带来的风险.1969年,J.M.Bates等[1]首先系统地提出了组合预测方法,随后相关问题

的研究也取得了大量的成果[2-4].在现实生活中,存在着很多不确定现象的预测问题,对此很多学者利用

区间数对其进行了研究.如:胡凌云等[5]针对区间数的左右端点,引入诱导有序加权几何平均(IOWGA)

算子,并以对数误差平方和为准则,在左右端点的IOWGA算子的多目标组合预测模型基础上,构建了
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凸组合的区间型组合预测模型.朱家明等[6]引入Power算子与连续有序加权(COWA)算子,以误差绝

对值之和为最优准则,构建了基于不确定加权Power平均算子的区间型组合预测模型.袁宏俊等[7]构

造出诱导广义加权的C-OWGA算子,以向量夹角余弦为最优准则,建立了区间型组合预测模型.王晓

等[8]引入诱导有序加权平均(IOWA)算子,以区间中点误差平方和与区间半径误差平方和的凸组合为

最优准则,构建了基于IOWA算子的区间型组合预测模型.江立辉等[9]将IOWA算子和C-GOWA算

子相结合,引入指数支撑度相关性指标为准则,构建了基于IOWC-GOWA算子的区间型组合预测模

型.袁宏俊等[10]将区间数转换成等价的二元联系数,在联系数贴近度的最优准则下,建立了基于联系数

贴近度的区间型组合预测模型.在上述文献中,研究者们提出的不同组合预测模型在一定程度上提高了

预测的精度.考虑各单项预测方法在每个时点处的精度不同,本文在算术平均数、几何平均数和调和平

均数的基础上引入广义平均数,构建诱导广义有序加权对数平均(IGOWLA)算子,以区间数距离作为

度量组合预测区间数序列与实际值区间数序列接近程度的准则指标,建立基于区间数距离的IGOWLA
算子的区间型组合预测模型,并通过实例分析验证本文方法的有效性.

1 基本概念

定义1 若x-,x+∈R 且x-≤x+,则称X=[x-,x+]为R 上的一个区间数.令区间数的中点c=
(x-+x+)
2

,半径r=
(x+-x-)
2

,则区间数可等价表示为X=(c,r).

定义2 设两区间数X1=[x-
1,x+

1]和X2=[x-
2,x+

2],定义如下运算:

1)加法运算:X1+X2=[x-
1 +x-

2,x+
1 +x+

2];

2)数乘运算:λX1=
[λx-

1,λx+
1],λ≥0;

[λx+
1,λx-

1],λ<0{ ;

3)对数运算:lnX1=[lnx-
1,lnx+

1],x-
1 >0;

4)乘方运算:(X1)λ =
[(x-

1)λ,(x+
1)λ],λ>0;

[(x+
1)λ,(x-

1)λ],λ<0{ .
定义3[11] 设两区间数X1=[x-

1,x+
1]=(c1,r1),X2=[x-

2,x+
2]=(c2,r2).令

 d2(X1,X2)=∫
1
2

-12

[x
+
1 +x-

1

2 +(x+
1 -x-

1)x]-[x
+
2 +x-

2

2 +(x+
2 -x-

2)x{ }]
2

dx=

  (x
+
1 +x-

1

2 -x+
2 +x-

2

2
)2+112

[(x+
1 -x-

1)-(x+
2 -x-

2)]2=(c1-c2)2+13
(r1-r2)2,

则称d(X1,X2)= (c1-c2)2+13
(r1-r2)2 为两区间数X1 与X2 的距离.

由定义3可知,该区间数距离可作为两区间数接近程度的度量指标.若区间数的距离越小,刻画两

区间数就越接近;若d(X1,X2)=0,则区间数X1 和X2 完全重合.
定义4[3] 设OWA、IOWA都是Rn→R的n元函数,W=(w1,w2,…,wn)T 是与函数有关的加权

向量,满足∑
n

i=1
wi=1,wi≥0,i=1,2,…,n;数据集{(v1,a1),(v2,a2),…,(vn,an)}包含n个二维数组.令

 OWA(a1,a2,…,an)=∑
n

i=1
wibi,

 IOWA((v1,a1),(v2,a2),…,(vn,an))=∑
n

i=1
wiav-index(i),

其中bi 是a1,a2,…,an 按从大到小的顺序排列的第i个大的数,v-index(i)是v1,v2,…,vn 按从大到小

的顺序排列的第i个大的数的下标,vi称为ai的诱导值,则称OWA是n维有序加权平均算子,IOWA是

011
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n维诱导有序加权平均算子.
定义4是从加权平均数的角度对数据进行有效集结.文献[12]在广义平均数概念的基础上,构建了

一种对数结构的罚函数最优模型,并提出了如下的集结数据的信息算子:

定义5[12] 设GOWLA、IGOWLA都是Rn→R的n元函数,W=(w1,w2,…,wn)T 是与函数有关

的加权向量,满足∑
n

i=1
wi=1,wi≥0,i=1,2,…,n;数据集{(v1,a1),(v2,a2),…,(vn,an)}包含n个二

维数组.令

 GOWLA(a1,a2,…,an)=exp ∑
n

i=1
wi(lnbi)( )λ

1

{ }λ ,

 IGOWLA(<v1,a1>,<v2,a2>,…,<vn,an>)=exp ∑
n

i=1
wi(lnav-index(i))( )λ

1

{ }λ ,

其中bi 是a1,a2,…,an 按从大到小的顺序排列的第i个大的数,v-index(i)是v1,v2,…,vn 按从大到小

的顺序排列的第i个大的数的下标,vi 称为ai 的诱导值,λ∈(-∞,0)∪ (0,+∞),则称GOWLA是

n维广义有序加权对数平均算子,IGOWLA是n维诱导广义有序加权对数平均算子.

2 基于区间数距离的IGOWLA算子的区间型组合预测模型

用区间数描述某不确定对象的预测问题时,若用m 种单项预测方法分别进行预测,则得到的单项

预测值区间数序列为{Xit Xit=[x-
it,x+

it]=(cit,rit),i=1,2,…,m;t=1,2,…,N},而实际值区间数序

列为{Xt Xt=[x-
t,x+

t]=(ct,rt),t=1,2,…,N}.设w1,w2,…,wm 为每一种单项预测方法在组合预测

中的权系数,满足wi∈[0,1],i=1,2,…,m,∑
m

i=1
wi=1.由m 种单项预测方法组合而成的组合预测值

区间数记为 X̂t=[̂x-
t ,̂x+

t]=(̂ct,̂rt),t=1,2,…,N.

1)基于IGOWLA算子的组合预测值区间数的生成.在对应的区间数端点的相对误差基础上,构建

第i种单项预测方法对应的区间数端点在第t时刻的左预测精度v-
it 和右预测精度v+

it:

 v-
it=

1- (x-
t -x-

it)/x-
t , (x-

t -x-
it)/x-

t <1;

0, (x-
t -x-

it)/x-
t ≥1{ ;

 v+
it=

1- (x+
t -x+

it)/x+
t , (x+

t -x+
it)/x+

t <1;

0, (x+
t -x+

it)/x+
t ≥1{ .

显然v-
it ∈[0,1],v+

it ∈[0,1],i=1,2,…,m;t=1,2,…,N.
把单项预测值区间数的左预测精度v-

it 和左端点x-
it 结合在一起,区间数的右预测精度v+

it 和右端点

x+
it 结合在一起,并取v-

it 作为x-
it 的诱导值,v+

it 作为x+
it 的诱导值,即可构成2m 个二维数组(v-

1t,x-
1t),

(v-
2t,x-

2t),…,(v-
mt,x-

mt)和(v+
1t,x+

1t),(v+
2t,x+

2t),…,(v+
mt,x+

mt).利用定义5中IGOWLA算子的集结数据

方式,构建第t时刻由IGOWLA算子集结而成的组合预测区间数的左端点x̂-
t 和组合预测区间数的右

端点x̂+
t(t=1,2,…,N):

 ̂x-
t =IGOWLA((v-

1t,x-
1t),(v-

2t,x-
2t),…,(v-

mt,x-
mt))=exp ∑

m

i=1
wi(lnx-

v-index(it))( )λ
1

{ }λ ,

 ̂x+
t =IGOWLA((v+

1t,x+
1t),(v+

2t,x+
2t),…,(v+

mt,x+
mt))=exp ∑

m

i=1
wi(lnx+

v-index(it))( )λ
1

{ }λ .

进而可知由IGOWLA算子集结而成的组合预测值区间数为

 ̂Xt=[̂x-
t ,̂x+

t]=[exp ∑
m

i=1
wi(lnx-

v-index(it))( )λ
1

{ }λ ,exp ∑
m

i=1
wi(lnx+

v-index(it))( )λ
1

{ }λ ].

2)构建各种预测值与实际值之间的区间数距离.为了便于讨论,将IGOWLA算子集结而成的组合
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预测值区间数的左右端点取对数,即:

 (ln̂x-
t)λ =∑

m

i=1
wi(lnx-

v-index(it))λ,

 (ln̂x+
t)λ =∑

m

i=1
wi(lnx+

v-index(it))λ,t=1,2,…,N.

根据定义1,计算出各预测方法的预测区间数的中点和半径,为:

 cλ
t =
(lnx-

t)λ +(lnx+
t)λ

2
,rλ

t =

(lnx+
t)λ -(lnx-

t)λ
2

,λ>0;

(lnx-
t)λ -(lnx+

t)λ
2

,λ<0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ;

 cλ
it=

(lnx-
it)λ +(lnx+

it)λ
2

,rλ
it=

(lnx+
it)λ -(lnx-

it)λ
2

,λ>0;

(lnx-
it)λ -(lnx+

it)λ
2

,λ<0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ;

 ̂cλ
t =
(ln̂x-

t)λ +(ln̂x+
t)λ

2
,̂rλ

t =

(ln̂x+
t)λ -(ln̂x-

t)λ
2

,λ>0;

(ln̂x-
t)λ -(ln̂x+

t)λ
2

,λ<0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

由定义3,可得第i种单项预测方法区间数序列与实际值区间数序列的区间数距离为

 di(Xt,Xit)= 1
N∑

N

t=1

[cλ
t -cλ

it]2+13
[rλ

t -rλ
it]{ }2 .

由IGOWLA算子集结确定的组合预测值区间数序列与实际值区间数序列的区间数距离为

 d(Xt,̂Xt)= 1
N∑

N

t=1

[cλ
t -̂cλ

t]2+
1
3
[rλ

t -̂rλ
t]{ }2 .

3)基于区间数距离的IGOWLA算子的区间型组合预测模型.由IGOWLA算子集结而成的组合预

测值区间数的中点ĉλ
t 和半径r̂λ

t 可表示为:

 ̂cλ
t =
∑
m

i=1
wi(lnx-

v-index(it))λ +∑
m

i=1
wi(lnx+

v-index(it))λ

2 =

   ∑
m

i=1
wi
(lnx-

v-index(it))λ +(lnx+
v-index(it))λ

2 =∑
m

i=1
wicλ

v-index(it),

 ̂rλ
t =
∑
m

i=1
wi
(lnx+

v-index(it))λ -(lnx-
v-index(it))λ

2
,λ>0;

∑
m

i=1
wi
(lnx-

v-index(it))λ -(lnx+
v-index(it))λ

2
],λ<

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 0

=∑
m

i=1
wirλ

v-index(it),

则由IGOWLA算子集结确定的组合预测值区间数序列与实际值区间数序列的区间数距离可表示为

 d(Xt,̂Xt)= 1
N∑

N

t=1

[cλ
t -∑

m

i=1
wicλ

v-index(it)]2+13
[rλ

t -∑
m

i=1
wirλ

v-index(it)]{ }2 =

 1
N∑

N

t=1

[∑
m

i=1
wi(cλ

t -cλ
v-index(it))]2+13

[∑
m

i=1
wi(rλ

t -rλ
v-index(it))]{ }2 .

上式显示区间数距离d是参与的各单项预测方法权系数w1,w2,…,wm 的多元函数.当从两区间数序列

的距离角度考察区间型组合预测问题时,区间数距离d越小说明X̂t 和Xt 越接近,由此可建立如下最优

区间型组合预测模型:
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 mind(̂Xt,Xt)= 1
N∑

N

t=1

[∑
m

i=1
wi(cλ

t -cλ
v-index(it))]2+13

[∑
m

i=1
wi(rλ

t -rλ
v-index(it))]{ }2 ,

 s.t.
∑
m

i=1
wi=1,

wi≥0,i=1,2,…,m{ .
(Ⅰ)

4)区间型组合预测模型的检验与评价.

方法1 选取平均区间位置误差平方和(MSEP= 1N∑
N

t=1

(ct-̂ct)2)、平均区间长度误差平方和(MSEL=

1
N∑

N

t=1

(rt-̂rt)2)、平均区间误差平方和(MSEI=MSEP+MSEL= ∑
N

t=1

(ct-̂ct)2+∑
N

t=1

(rt-̂rt)( )2 /N)、平均

区间相对误差和(MRIE=1N∑
N

t=1

ct-̂ct

rt+̂rt
)作为区间型组合预测效果的评价指标体系[5].这4个指标对

应数值越小,所构建的基于区间数距离的IGOWLA算子的区间型组合预测模型就越有效.
方法2 记dmin=min

1≤i≤m
{di},dmax=max

1≤i≤m
{di},d(w1,w2,…,wm)为所有时刻由IGOWLA算子集

结而成的组合预测值与实际值的区间数距离,则:①当d(w1,w2,…,wm)>dmax,称模型(Ⅰ)是劣性区

间型组合预测模型;②当dmin≤d(w1,w2,…,wm)≤dmax,称模型(Ⅰ)是非劣性区间型组合预测模型;

③ 当d(w1,w2,…,wm)<dmin,称模型(Ⅰ)是优性区间型组合预测模型.
如果文中所构建的最优组合预测模型(Ⅰ)满足d(w1,w2,…,wm)<dmin,则说明本文提出的区间

型组合预测模型是一种优性的组合预测方法,也是一种比单项预测方法更有效的组合预测方法.

3 实例分析

本文选取文献[9]中的数据用于验证基于区间数距离的IGOWLA算子的区间型组合预测模型的

有效性.具体预测区间数数据如表1所示.

表1 实际区间数、3种单项预测方法区间数及其等价形式

实际区间数
[x-

t,x+
t] (ct,rt)

单项预测方法1区间数
[x-
1t,x+

1t] (c1t,r1t)
单项预测方法2区间数
[x-
2t,x+

2t] (c2t,r2t)
单项预测方法3区间数
[x-
3t,x+

3t] (c3t,r3t)
[3.0,4.0] (3.5,0.5) [2.4,5.0] (3.7,1.3) [3.6,5.4] (4.5,0.9) [3.0,3.6] (3.3,0.3)
[5.0,5.6] (5.3,0.3) [2.2,6.0] (4.1,1.9) [5.0,6.0] (5.5,0.5) [4.0,5.2] (4.6,0.6)
[4.0,6.0] (5.0,1.0) [3.0,8.0] (5.5,2.5) [5.2,7.0] (6.1,0.9) [4.3,5.1] (4.7,0.4)
[6.0,10.0] (8.0,2.0) [4.6,11.0] (7.8,3.2) [6.8,11.6] (9.2,2.4) [6.1,7.3] (6.7,0.6)
[6.6,8.8] (7.7,1.1) [6.0,12.4] (9.2,3.2) [8.0,9.6] (8.8,0.8) [7.0,8.0] (7.5,0.5)
[9.0,11.0] (10.0,1.0) [7.0,15.0] (11.0,4.0) [9.6,12.0] (10.8,1.2) [9.1,9.9] (9.5,0.4)

根据表1中的数据,计算第i种单项预测方法对应的区间数在第t时刻的左预测精度v-
it 和右预测精

度v+
it,结果如表2所示.

表2 3种单项预测方法在不同时刻的左预测精度和右预测精度

t时刻 v-
1t v-

2t v-
3t v+

1t v+
2t v+

3t

1 0.8000 0.8000 1.0000 0.7500 0.6500 0.9000
2 0.4400 1.0000 0.8000 0.9286 0.9286 0.9286
3 0.7500 0.7000 0.9250 0.6667 0.8333 0.8500
4 0.7667 0.8667 0.9833 0.9000 0.8400 0.7300
5 0.9091 0.7879 0.9394 0.5909 0.9091 0.9091
6 0.7778 0.9333 0.9889 0.6364 0.9091 0.9000
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将表2和表1中的数据代入区间数距离的IGOWLA算子的区间型组合预测模型(Ⅰ)中.由于参数

λ是非零的任意常数,所以模型(Ⅰ)蕴含无穷多个组合预测模型.为了计算方便,随机选取λ= -5,

λ= -1,λ=0.5,λ=1,λ=5等5种特殊情形,利用LINGO软件分别求解最优权系数,结果如表3所示.

表3 5种特殊取值下区间型组合预测模型的权系数和最优目标函数值

λ= -5 λ= -1 λ=0.5 λ=1 λ=5
各时点精度最高权重w1 0.8867 0.7997 0.7279 0.6956 0.3013
各时点精度次之权重w2 0.1133 0.1790 0.2205 0.2420 0.5490
各时点精度最差权重w3 0 0.0213 0.0516 0.0624 0.1497
最优目标函数值 0.0171 0.0142 0.0155 0.0421 4.3744

利用表3结果,根据IGOWLA算子集结而成组合预测值区间数的运算规则,可计算出特殊参数取

值下模型(Ⅰ)的组合预测值区间数及其等价形式,结果如表4所示.

表4 实际值区间数、5种特殊取值下模型(Ⅰ)的组合预测值区间数及其等价形式

实际值区间数

[x-
t ,x+

t] (ct,rt)
组合预测值区间数(λ= -5)
[̂x-

t ,̂x+
t] (̂ct,̂rt)

组合预测值区间数(λ= -1)
[̂x-

t ,̂x+
t] (̂ct,̂rt)

组合预测值区间数(λ=0.5)
[̂x-

t ,̂x+
t] (̂ct,̂rt)

组合预测值区间数(λ=1)
[̂x-

t ,̂x+
t] (̂ct,̂rt)

组合预测值区间数(λ=5)
[̂x-

t ,̂x+
t] (̂ct,̂rt)

[3.0,4.0](3.5,0.5) [3.04,3.68](3.36,0.32) [3.07,3.81] (3.44,0.37) [3.08,3.94] (3.51,0.43) [3.09,4.00] (3.54,0.45) [3.31,4.72] (4.02,0.71)

[5.0,5.6](5.3,0.3) [4.81,6.00](5.41,0.59) [4.62,5.98] (5.30,0.68) [4.53,5.95] (5.24,0.71) [4.50,5.95] (5.22,0.72) [4.20,5.89] (5.05,0.84)

[4.0,6.0](5.0,1.0) [3.94,5.22](4.58,0.64) [3.98,5.40] (4.69,0.71) [3.99,5.58] (4.79,0.79) [3.99,5.66] (4.83,0.84) [3.90,6.67] (5.29,1.38)

[6.0,10.0](8.0,2.0)[6.17,11.06](8.61,2.45)[6.17,10.99](8.58,2.41)[6.15,10.88](8.52,2.37)[6.15,10.86](8.51,2.35)[6.32,10.85](8.59,2.27)

[6.6,8.8](7.7,1.1) [6.85,9.35](8.10,1.25) [6.81,9.31] (8.06,1.25) [6.81,9.33] (8.07,1.26) [6.80,9.33] (8.07,1.27) [6.65,9.24] (7.94,1.30)

[9.0,11.0](10.0,1.0)[9.15,11.68](10.42,1.26)[9.13,11.62](10.37,1.24)[9.07,11.62](10.35,1.27)[9.07,11.61](10.34,1.27)[9.10,11.38](10.24,1.14)

利用检验与评价的方法1,对各单项预测值区间数、表4中5种特殊取值下模型(Ⅰ)的组合预测值

区间数的预测结果进行评价,结果如表5所示.

表5 单项预测方法及组合预测模型的预测效果评价指标

  预测方法 MSEP MSEL MSEI MRIE
单项预测方法1 0.8367 3.3833 4.2200 0.2311
单项预测方法2 0.9233 0.0833 1.0066 0.4598
单项预测方法3 0.4333 0.5283 0.9616 0.3707
区间型组合预测模型(Ⅰ)(λ= -5) 0.1530 0.0911 0.2441 0.1737
区间型组合预测模型(Ⅰ)(λ= -1) 0.1176 0.0822 0.1998 0.1181
区间型组合预测模型(Ⅰ)(λ=0.5) 0.0966 0.0757 0.1723 0.1029
区间型组合预测模型(Ⅰ)(λ=1) 0.0911 0.0725 0.1636 0.1064
区间型组合预测模型(Ⅰ)(λ=5) 0.1452 0.1023 0.2475 0.1866
基于IOWA算子的方法[8] 0.2665 0.2341 0.5006 0.2372
基于IOWC-GOWA算子的方法(λ=3)[9] 0.2789 0.3888 0.6677 0.1658

本文除了选取3种单项预测方法外,还选取了2种预测效果较好的变权系数方法进行了有效性验

证(见表5).由表5中的数据可以看出:① 本文所提出的区间型组合预测方法的 MSEP、MSEL、MSEI、

MRIE等4个指标数值均明显低于3种单项预测方法和文献[8-9]的相应值,说明本文方法是有效的;

② 当模型中的参数λ取值较小时,本文方法的预测精度相对更高.
利用检验与评价的方法2,计算各预测方法预测值与实际值的区间数距离,结果如表6所示.表6显

示,每一参数取值下都有d< min(d1,d2,d3),即本文提出的基于IGOWLA算子的最优区间型组合预

测区间数序列与实际值区间数序列对应的区间数距离远小于各单项预测方法区间数序列与实际值区间
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数序列对应的区间数距离,这进一步说明本文构建的基于区间数距离的IGOWLA算子的变权区间型

组合预测模型是一种优性组合预测方法.

表6 5种特殊取值下各预测方法预测值与实际值的区间数距离

参数取值
区间数距离

单项方法1 单项方法2 单项方法3 本文构建的组合预测方法

λ= -5 0.8140 0.1011 0.0360 0.0171
λ= -1 0.1644 0.0657 0.0367 0.0142
λ=0.5 0.1020 0.0619 0.0405 0.0155
λ=1 0.2339 0.1582 0.1090 0.0421
λ=5 19.061 10.595 9.1761 4.3744

4 结束语

本文将区间数距离和IGOWLA算子引入区间数组合预测问题的研究中,构建了基于区间数距离

的IGOWLA算子的最优区间型组合预测模型.实例验证表明,文中所构建的区间型组合预测模型优越

于单项预测方法和文献[8-9]的组合预测方法,是一种优性区间型组合预测方法.在模型的分析过程中,

本文并没有讨论所有参数变化下的模型的预测效果,因此今后将研究其他参数取值对本文提出模型的

预测结果的影响,以完善本文方法.
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