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一一类带有泛函边值条件的Caputo型分数阶

q-差分系统解的存在性与唯一性
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(延边大学 理学院,吉林 延吉133002)

摘要:研究一类带有泛函边值条件的分数阶q 差分系统解的存在性和唯一性.首先,根据该系统解的表达式

构造了4个算子,并定义了一个新的算子,将证明该系统解的存在性转化为证明新算子是否具有不动点.然
后,运用Krasnoselskii不动点定理和Perov’s不动点定理,在合适的假设条件下证明了该系统解的存在性与

唯一性.
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Abstract:Westudytheexistenceanduniquenessofsolutionsforaclassoffractionalq-differencessystemwith
functionalboundaryvalueconditions.Firstly,accordingtotheexpressionofthesystemsolution,fouropera-
torsareconstructedandanewoperatorisdefined.Thenweprovethattheexistenceofthesolutionofthesys-
temtransformstoprovewhetherthenewoperatorhasfixedpoint.UsingKrasnoselskiifixedpointtheorem
andPerov’sfixedpointtheorem,theexistenceanduniquenessofthesolutionofthesystemareprovedunder
suitableassumptions.
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0 引言

近年来,由于分数阶q 差分方程被广泛应用在动力系统和信号图像处理等领域,因此受到国内外

学者的广泛关注,其相关研究也取得了许多成果[1-5].2014年,N.O.Bolo等[6]运用Leray-Schauder选择

定理、Schauder不动点定理与Perov’s不动点定理证明了如下非局部整数阶微分系统:

 

x′(t)=f1(t,x(t),y(t)),t∈[0,1];

y′(t)=f2(t,x(t),y(t)),t∈[0,1];

x(0)=ϕ[x,y],y(0)=φ[x,y

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ]

解的存在性,其中f1,f2∶[0,1]×R2→R是连续函数,ϕ,φ∶(C([0,1],R))2→R是连续泛函.2016年,
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KamalShah等[7]利用Banach压缩映像原理、拓扑度定理研究了如下微分系统:

 

Dαx(t)=f1(t,x(t),y(t)),t∈[0,1];

Dβx(t)=f2(t,x(t),y(t)),t∈[0,1];

x(0)=g(x),x(1)=δx(η),η∈[0,1];

y(0)=h(y),y(1)=γx(ξ),ξ∈[0,1

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï ]

解的存在性与唯一性,其中1<α,β≤2,0<γ,δ<1,γηα,δξβ ∈[0,1),0<q<1,g,h∈C([0,

1],R)是有界泛函,f1,f2∶[0,1]×R2→R是连续函数.受上述文献的启示,本文研究带有泛函边值条

件的分数阶q 差分系统:

 

cDα
qu(t)+f(t,u(t),v(t))=0,t∈[0,1];

cDβ
qv(t)+g(t,u(t),v(t))=0,t∈[0,1];

u(0)=ϕ[u,v],u(1)=Au(η);

v(0)=φ[u,v],v(1)=Bv(ξ)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï .

(1)

利用Krasnoselskii不动点定理和Perov’s不动点定理在合适的条件下证明该系统解的存在性与唯一

性,其中1<α,β≤2,0<η,ξ<1,Aη,Bξ∈[0,1),0<q<1,A,B∈(0,1],而ϕ,φ∶(C([0,1],

R))2 →R是连续泛函,f,g∶[0,1]×R2 →R是连续函数.

1 预备知识

定义1[8] [a]q=1-qa

1-q
,a∈R,q∈(0,1).

定义2[8] 幂指函数(a-b)n 的q 类似定义为:

 (a-b)(0)=1;

 (a-b)(n)=an∏
n-1

k=0

(a-bqk),n∈N,a,b∈R;

 (a-b)(α)=aα∏
∞

n=0

a-bqn

a-bqα+n,α∈R,a≠0,特别地,b=0时a(α)=aα.

定义3[8] q-Γ函数定义为Γq(x)=
(1-q)(x-1)

(1-q)x-1
,x∈R\{0,-1,-2,…}.

由定义3易知Γq(x+1)=[x]qΓq(x).
定义4[8] 函数f(x)在区间[0,1]上的q 积分定义为:

 (Iqf)(x)=∫
x

0
f(t)dqt=x(1-q)∑

∞

n=0
f(xqn)qn,x∈[0,1].

定义5[8] 设f(x)是定义在[0,1]上的函数,Caputo型分数阶q 导数定义为:

 (cD0
qf)(x)=f(x);

 (cDα
qf)(x)=I「α⌉-α

q (D「α⌉
q f)(x),α>0,x∈[0,1].

「α⌉是不小于α的最小整数.显然,当α∈N,cDα
qf=Dα

qf,特别地(Iα
q1)(x)= x(α)

Γq(α+1)
.

定义6[6] 设X 是一个非空集合,在X 上定义一个映射d∶X×X→R满足(A1)—(A3):

(A1)d(u,v)≥0,而且d(u,v)=0,当且仅当u=v;
(A2)d(u,v)=d(v,u);
(A3)d(u,v)≤d(u,w)+d(w,v),u,w,v∈X.

则(X,d)称为广义的度量空间,若x,y∈Rn,x=(x1,x2,…,xn),y=(y1,y2,…,yn),则对于xi≤yi

(i=1,…,n),有x≤y.
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定义7[6] 若M 是一个方阵(含非零元素),Mk →0,k→ ∞,则称方阵M 收敛于零方阵.
性质1[8] 设α,β>0,f(x)是定义在[0,1]上的函数,则:

 (Iβ
qIα

qf)(x)=(Iα+β
q f)(x),(Iα

q
cDα

qf)(x)=f(x)-∑
「α⌉-1

n=0

xn

Γq(n+1)
Dn

qf(0),

 (DqIqf)(x)=f(x),(IqDqf)(x)=f(x)-f(0),(cDα
qIα

qf)(x)=f(x).
性质2[6] 若M 是一个方阵(含有非负元素),I表示与M 的阶数相同的单位矩阵,则下列4个条件

等价:
(B1)矩阵M 收敛于零矩阵;

(B2)I-M 是非奇异的,且(I-M)-1=I+M+M2+…;
(B3)任意λ∈C,λ <1且特征值(M-λI)=0;
(B4)I-M 是非奇异的,且(I-M)-1 具有非负元素.
引理1[1](Arezela-Ascoli定理) 设D ⊆Rn 是有界域,若 K ⊆C(췍D,Rn)是有界且ε>0,存在

σ>0,使得 x-y <σ⇒ u(x)-u(y)<ε,∀x,y∈췍D,∀u∈K,则췍K 是紧的.
引理2[1](Krasnoseskii不动点定理) 设K 是Banach空间E的有界凸闭子集,T,S∶K→E满足

(C1)—(C3):
(C1)对任意x,y∈K 有Tx,Tx+Sy∈K;
(C2)T 是压缩映像;
(C3)S在K 上是全连续.

则T+S在K 内至少存在一个不动点.
引理3[6](Perov’s不动点定理) 在完备的广义度量空间(X,d)中,若T∶X→X是带有Lipschitz

矩阵M 压缩算子,即

 d(Tk(u0),u)≤Mk(I-M)-1d(u0,Tk(u0)),∀k∈N,u0 ∈X.
则存在唯一不动点u∈X.

2 主要结果及其证明

定理1 设h∈C([0,1],R),则分数阶q 差分方程

 
cDα

qu(t)=-h(t),t∈I=[0,1];

u(0)=ϕ[u,v],u(1)=Au(η{ )
(2)

有唯一解

u(t)= t
1-Aη∫

1

0

(1-qs)(α-1)
Γq(α)

h(s)dqs-∫
t

0

(t-qs)(α-1)
Γq(α)

h(s)dqs- At
1-Aη∫

η

0

(η-qs)(α-1)
Γq(α)

h(s)dqs+

  1+At-Aη-t
1-Aη ϕ[u,v]= 1-t(1-A)

1-A
æ

è
ç

ö

ø
÷

η ϕ[u,v]+∫
1

0
Gα,A(t,qs)h(s)dqs. (3)

式(3)中的Gα,A(t,qs)是如下形式:

 Gα,A(t,qs)=

  

(1-qs)(α-1)t
Γq(α)(1-Aη)

,0≤ max{η,t}<qs≤1,

(1-qs)(α-1)t-(t-qs)(α-1)(1-Aη)
Γq(α)(1-Aη)

,0≤η<qs≤t≤1,

[(1-qs)(α-1)-(η-qs)(α-1)A]t
Γq(α)(1-Aη)

,0≤t≤qs≤η≤1,

[(1-qs)(α-1)-(η-qs)(α-1)A]t-(t-qs)(α-1)(1-Aη)
Γq(α)(1-Aη)

,0≤qs≤ min{t,η}≤1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï .
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证明  设u(t)是边值问题(2)的解.根据性质1,可得

 u(t)=-∫
t

0

(t-qs)(α-1)
Γq(α)

h(s)dqs+c0+c1t. (4)

由边值条件u(0)=ϕ[u,v],可得c0=ϕ[u,v].再由边值条件u(1)=Au(η)可得

 c1= 1
1-Aη∫

1

0

(1-qs)(α-1)
Γq(α)

h(s)dqs- A
1-Aη∫

η

0

(η-qs)(α-1)
Γq(α)

h(s)dqs- 1-A
1-Aηϕ

[u,v].

将c1 代入式(4)可得到式(3).
为了证明系统(1)解的唯一性和存在性,对两个Banach空间X=C([0,1],R)和Y=C([0,1],R)

分别赋范数 x =sup
t∈[0,1]

x(t)和 y =sup
t∈[0,1]

y(t),则空间X×Y 也是Banach空间.在X×Y 上赋范

数 (x,y)= x + y ,再定义一个度量:d((x,y),(췍x,췍y))= (x,y)-(췍x,췍y)∶=
x-췍x

y-췍

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úy
,则

(X×Y,d)是一个完备的广义度量空间.
由定理1,得系统(1)与下列方程组等价:

 
u(t)= 1-t(1-A)

1-A
æ

è
ç

ö

ø
÷

η ϕ[u,v]+∫
1

0
Gα,A(t,qs)f(s,u(s),v(s))dqs,t=[0,1];

v(t)= 1-t(1-B)
1-B

æ

è
ç

ö

ø
÷

ξ φ[u,v]+∫
1

0
Gβ,B(t,qs)g(s,u(s),v(s))dqs,t=[0,1]

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

上式中的Gα,A(t,qs)与定理1相同,且Gβ,B(t,qs)是如下形式:

 Gβ,B(t,qs)=

  

(1-qs)(β-1)t
Γq(β)(1-Bξ)

,0≤ max{ξ,t}<qs≤1;

(1-qs)(β-1)t-(t-qs)(β-1)(1-Bξ)
Γq(β)(1-Bξ)

,0≤ξ<qs≤t≤1;

[(1-qs)(β-1)-(η-qs)(β-1)B]t
Γq(β)(1-Bξ)

,0≤t≤qs≤ξ≤1;

[(1-qs)(β-1)-(η-qs)(β-1)B]t-(t-qs)(β-1)(1-Bξ)
Γq(β)(1-Bξ)

,0≤qs≤ min{t,ξ}≤1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï .

很显然,max
t∈[0,1]

Gα,A(t,qs{ })=
(1-qs)(α-1)
Γq(α)(1-Aη)

,max
t∈[0,1]

Gβ,B(t,qs{ })=
(1-qs)(β-1)
Γq(β)(1-Bξ)

,s∈[0,1].

下面定义如下4个算子F1,F2,G1,G2∶X×Y →X×Y,即:

 F1(u,v)(t)= 1-t(1-A)
1-A

æ

è
ç

ö

ø
÷

η ϕ[u,v],

 F2(u,v)(t)= 1-t(1-B)
1-B

æ

è
ç

ö

ø
÷

ξ φ[u,v];

 G1(u,v)(t)=∫
1

0
Gα,A(t,qs)f(t,u(s),v(s))dqs,

 G2(u,v)(t)=∫
1

0
Gβ,B(t,qs)g(t,u(s),v(s))dqs.

在此基础上定义一个新的算子T=F+G,其中F=(F1,F2),G=(G1,G2),则证明系统(1)解的存在性

问题转化为算子T 是否具有不动点问题.
定理2 设(Η1)和(Η2)成立,即:

(Η1)
ϕ[u1,v1]-ϕ[u2,v2]≤K′ϕ u1(t)-u2(t)+K″ϕ v1(t)-v2(t);

φ[u1,v1]-φ[u2,v2]≤K′φ u1(t)-u2(t)+K″φ v1(t)-v2(t){ .

其中对于一切的u1,v1,u2,v2 ∈C([0,1],R),K′ϕ,K′φ,K″ϕ,K″φ ∈(0,
1
2
).
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(Η2)
ϕ[u,v]≤K‴ϕ u(t)+K″″ϕ v(t)+Mϕ;

φ[u,v]≤K‴φ u(t)+K″″φ v(t)+Mφ
{ .

其中对于一切的u,v∈C([0,1],R),Mϕ,Mφ,K‴ϕ,K‴φ,K″″ϕ ,K″″φ >0.
则算子F 满足:

1) F(u1,v1)-F(u2,v2)≤K (u1,v1)-(u2,v2);

2) F(u,v)≤C (u,v)+M,∀(u,v)∈X×Y.
其中C=2max{K‴ϕ,K‴φ,K″″ϕ ,K″″φ },M=2max{Mϕ,Mφ},K=2max{K′ϕ,K′φ,K″ϕ,K″φ}∈(0,1).

证明  对于一切(u1,v1),(u2,v2)∈X×Y,有

 F(u1,v1)-F(u2,v2)= (F1(u1,v1)-F1(u2,v2),F2(u1,v1)-F2(u2,v2))≤
  Ksup

0≤t≤1
(u1(t)-u2(t)+ v1(t)-v2(t))=K (u1,u2)-(v1,v2),

因此可知算子F 满足结论1).
下证算子F 也满足结论2).事实上,对于一切(u,v)∈X×Y,有

 F(u,v)= (F1(u,v),F2(u,v))= F1(u,v)+ F2(u,v)≤
  ϕ[u,v]+ φ[u,v]≤C (u,v)+M.
定理3 设(Η3)和(Η4)成立,即:

(Η3)
f(t,u,v)≤A1 u +A2 v +Mf,

g(t,u,v)≤B1 u +B2 v +Mg
{ ,

其中对于u,v∈R,Ai,Bi(i=1,2),Mf 和Mg 都是正实数.

(Η4)
f(t,u,v)-f(t,췍u,췍v)≤Lϕ(u-췍u + v-췍v ),

g(t,u,v)-g(t,췍u,췍v)≤Lφ(u-췍u + v-췍v{ ),

其中对于一切的u,v,췍u,췍v∈R,Lϕ 和Lφ 是正实数.
则G 是连续算子且满足

 G(u,v)≤Δ (u,v)+Λ,∀(u,v)∈X×Y.

其中Δ=θ(A3+B3),Λ=θ(Mf +Mg),θ=max{ 1
Γq(α+1)(1-Aη)

, 1
Γq(β+1)(1-Bξ)

},A3=

max{A1,A2},B3=max{B1,B2}.
证明  记Ur={(u,v)≤r,(u,v)∈X×Y,r∈R}.首先证明G 是连续算子.事实上,在Ur 上

任取一点列{(xn,yn)},满足(xn,yn)→ (x,y)(n→ ∞),其中(x,y)∈Ur.以下证明 G(xn,yn)-
G(x,y)→0(n→ ∞),为此需要证 G1(xn,yn)-G1(x,y)→0(n→ ∞).事实上,

 G1(xn,yn)(t)-G1(x,y)(t)=∫
1

0
Gα,A(t,qs)(f(t,xn(s),yn(s))-f(t,x(s),y(s)))dqs ≤

  ∫
1

0
Gα,A(t,qs)Lϕ(xn(t)-x(t)+ yn(t)-y(t))dqs ≤Lϕ(xn -x + yn -y )

Γq(α+1)(1-Aη)
,

进而有 G1(xn,yn)-G1(x,y)≤Lϕ(xn -x + yn -y )
Γq(α+1)(1-Aη)

.当(xn,yn)→ (x,y)(n→ ∞)时,有

G1(xn,yn)-G1(x,y)→0(n→∞).同理可证 G2(xn,yn)-G2(x,y)→0(n→∞).从而G是连续

算子.
由(Η3)知,对(u,v)∈X×Y,有

 G1(u,v)≤ sup
t∈[0,1]∫

1

0
Gα,A(t,qs)(A1 u(t)+A2 v(t)+Mf)dqs ≤A1 u +A2 v +Mf

Γq(α+1)(1-Aη)
.

同理可得 G2(u,v)≤B1 u +B2 v +Mg

Γq(β+1)(1-Bξ)
.从而
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 G(u,v)= G1(u,v)+ G2(u,v)≤Δ (u,v)+Λ,∀(u,v)∈X×Y.
定理4 设(Η1)—(Η4)成立,则G 是紧算子.
证明  在Ur 中任取一点(u,v),由定理3得 G(u,v)≤Δ (u,v)+Λ≤Δr+Λ,从而知G(Ur)

是有界的.下面证G 是等度连续的算子.对于(u,v)∈Ur,t1,t2 ∈[0,1]且t1 >t2 有

 G1(u,v)(t1)-G1(u,v)(t2)=

  
(t1-t2)
1-Aη∫

1

0

(1-qs)(α-1)
Γq(α) f(s,u,v)dqs-A(t1-t2)

1-Aη∫
η

0

(η-qs)(α-1)
Γq(α) f(s,u,v)dqs+

  ∫
t2

t1

(t2-qs)(α-1)

Γq(α) f(s,u,v)dqs-∫
t1

0

(t1-qs)(α-1)-(t2-qs)(α-1)

Γq(α) f(s,u,v)dqs .

于是当t1→t2 时,G1(u,v)(t1)-G1(u,v)(t2)→0.同理可证 G2(u,v)(t1)-G2(u,v)(t2)→0.从
而 G(u,v)(t1)-G(u,v)(t2)→0.因此,G(Ur)是等度连续的.再由引理1知,G(Ur)是紧的.

定理5 设(Η1)—(Η4)成立.当r> M+Λ
1-(C+Δ)

时,系统(1)至少存在一个解(u,v)∈Ur,其中

Ur={(u,v)≤r,(u,v)∈X×Y}.
证明  首先证明T(Ur)⊆Ur.事实上,对 ∀(u,v)∈Ur,有

 T(u,v)= F(u,v)+ G(u,v)≤C (u,v)+M+Δ (u,v)+Λ≤
  (C+Δ)(u,v)+(M+Λ)≤r,

因此T(Ur)⊆Ur.对于(u1,v1),(u2,v2)∈X×Y,由定理2知

 F(u1,v1)-F(u2,v2)≤K (u1,v1)-(u2,v2),

其中K∈(0,1).由此可知,F是压缩算子.下面证明G(Ur)是一致有界的.事实上,对∀(u,v)∈Ur,由

定理3得 G(u,v)≤Δ (u,v)+Λ≤Δr+Λ,因此G(Ur)是一致有界的.再由定理3和定理4知,G
是连续且等度连续的算子,因此G 是全连续算子.由引理2知,系统(1)在Ur 至少有一个解.

定理6 设(Η1)—(Η4)成立.矩阵M 为

 M=
K′ϕ + Lϕ

Γq(α)(1-Aη)
K″ϕ + Lϕ

Γq(α)(1-Aη)

K′φ + Lφ

Γq(β)(1-Bξ)
K″φ + Lφ

Γq(β)(1-Bξ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú)

,

且满足条件:

(Η5)(K′ϕ +K′φ)+
LϕΓq(β)(1-Bξ)+LφΓq(α)(1-Aη)
Γq(α)(1-Aη)Γq(β)(1-Bξ)

<1,

(K″ϕ +K″φ)+
LϕΓq(β)(1-Bξ)+LφΓq(α)(1-Aη)
Γq(α)(1-Aη)Γq(β)(1-Bξ)

<1.

则系统(1)存在唯一解.
证明  对于(u1,v1),(u2,v2)∈X×Y,由定理2知:

 F1(u1,v1)-F1(u2,v2)≤K′ϕ u1-u2 +K″ϕ v1-v2 ;

 F2(u1,v1)-F2(u2,v2)≤K′φ u1-u2 +K″φ v1-v2 .
类似定理3的证明,可得:

 G1(u1,v1)-G1(u2,v2)≤Lϕ(u1-u2 + v1-v2 )
Γq(α)(1-Aη)

;

 G2(u1,v1)-G2(u2,v2)≤Lφ(u1-u2 + v1-v2 )
Γq(β)(1-Bξ)

.

由以上可得

(下转第178页)

801



延边大学学报(自然科学版) 第44卷 

sign,implementation,andevaluationofamicro-
computerbasedportablearrhythmiamonitor[J].
MedBiolEngComput,1984,22:151-159.

[2] JainS,AhirwalMK,AKumarA.QRSdetection
usingadaptivefilters:acomparativestudy[J].Isa
Trans,2016,66:362-375.

[3] PanditD,ZhangL,LiuC.AlightweightQRSde-
tectorforsingleleadECGsignalsusingamax-min
differencealgorithm[J].Computer Methods &
ProgramsinBiomedicine,2017,144:61-75.

[4] 朱芳,李淮江,姜恩华.心电信号预处理数字滤波器

的设计与分析[J].淮北师范大学学报(自然科学

版),2017,38(1):36-40.
[5] IfeachorEC,JervisBW.DigitalSignalProcess-

ing:APracticalApproach[M].2ndEdition.Cali-
fornia:AcademicPressIncElsevierScience,2002.

[6] 尚宇,徐婷,何永辉.分数阶傅里叶变换在心电信号

处理中的应用[J].电子科技,2011,24(8):116.
[7] RahmanMZU,ShaikRA,ReddyDV.Efficient

andsimplifiedadaptivenoisecancelersforECGsen-
sorbasedremotehealthmonitoring[J].IEEESen-
sorsJournal,2012,12(3):566-573.

[8] EielsenAA,TeoYR,FlemingAJ.Improving
RobustnessFilterBandwidthinRepetitiveControl
byConsideringModelMismatch[J].AsianJournal
ofControl,2016,19(4):1-11.

[9] SharmaT,SharmaKK.AnewmethodforQRS
detectioninECGsignalsusingQRS-preservingfil-
teringtechniques[J].BiomedizinischeTechnikBio-
medicalEngineering,2017,63(2):207-217.

[10] RistovskiA,GusevaA,GusevM.Visualization
intheECGQRSdetectionalgorithms[C]//Inter-
nationalConventiononInformationandCommuni-
cationTechnology,ElectronicsandMicroelectron-
ics.Opatija:IEEEConferences,2016:202-207.

[11] 徐效文,曾超,崔松野.MIT-BIH 数据库心电数据

重采样研究[J].计算机工程与应用,2011,47(8):

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

245-248.

(上接第108页)

 T(u1,v1)-T(u2,v2)=

  
F1(u1,v1)+G1(u1,v1)-F1(u2,v2)-G1(u2,v2)

F2(u1,v1)+G2(u1,v1)-F2(u2,v2)-G2(u2,v2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú) ≤

  
K′ϕ + Lϕ

Γq(α)(1-Aη
æ

è
ç

ö

ø
÷

) u1-u2 + K″ϕ + Lϕ

Γq(α)(1-Aη
æ

è
ç

ö

ø
÷

) v1-v2

K′φ + Lφ

Γq(β)(1-Bξ
æ

è
ç

ö

ø
÷

) u1-u2 + K″φ + Lφ

Γq(β)(1-Bξ
æ

è
ç

ö

ø
÷

) v1-v

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú2

≤M
u1-u2
v1-v

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

2
.

由(Η5)及性质2知,矩阵M 收敛于零矩阵.再由引理3知,系统(1)有唯一解.
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