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随机半线性强衰减波动方程在局部
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摘要:在无界区域Rn 中考虑了具有可加噪声的随机强衰减半线性波动方程的Cauchy问题,在相空间 X =

W
•2,p

lu (Rn)×L
•
p
lu(Rn)中证明了该方程的整体可解性和随机吸引子的存在性.为解决该方程相关联的半群

S(t,ω)的弱渐近紧性问题,首先证明了集合B1∶=S(1,ω)γ+ (B0)在空间D(L)=W
•2,p

lu (Rn)×W
•2,p

lu (Rn)中

的有界性,其中 B0 是半群S(t,ω)在相空间 X 中的吸收集;然后利用紧嵌入定理W
•2,p

lu (Rn)×W
•2,p

lu (Rn)⊆

W
•1,p

ρ (Rn)×W
•1,p

ρ (Rn)得到了集合 B1 在相空间X 中的弱渐近紧性.
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Abstract:Inthispaper,weconsidertheCauchyproblemforthestochasticstronglydampedsemilinearwave
equationswithadditivenoiseintheunboundeddomain-Rn.Theglobalsolvabilityandtheexistenceofthesto-

chasticattractortothisproblemareprovedinthephasespaceX = W
•2,p

lu (Rn)×L
•
p
lu(Rn).Tostudytothe

asymptoticcompactnessofthecorrespondingsemigroupS(t,ω),wefirstprovethesetB1∶=S(1,ω)γ+(B0)

isboundedinD(L)=W
•2,p

lu (Rn)×W
•2,p

lu (Rn),whereB0istheabsorbingsetofinS(t,ω)inX,thenweusethe

compactembeddingtheoremsW
•2,p

lu (Rn)×W
•2,p

lu (Rn)⊆W
•1,p

ρ (Rn)×W
•1,p

ρ (Rn)obtainthecompactnessoftheset

B1inthephasespaceX.
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0 引言

本文在局部一致空间上研究了具有可加噪声的随机强衰减半线性波动方程

 
utt-αΔut-Δu+βut=f(u)+g(x)+∑

m

j=1
hjW

•

j,x∈Rn,t>0;

u(x,0)=u0(x),ut(x,0)=v0(x),x∈R
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的整体解的存在性和长时间动力行为,上述方程中:n≥3;α和β 为给定正常数;对0<q< (n+2)/

(n-2),非线性项f具有 u q 的增长率;Wj 为相互独立的一维双边标准实值 Winer过程.
近年来,随机无穷维动力系统的理论研究及其相关应用备受关注.虽然有关随机强衰减波动方程的

研究已有较大进展,但因在无界区域上因Sobolev嵌入不再是紧致,Sobolev空间嵌套公式不再成立,且

经典的Sobolev空间不包括行波解及常数解等原因,一般的Sobolev空间作为上述方程的相空间来研

究上述方程的渐近紧性仍不够理想.1990年,A.V.Babin等在文献[1]中利用加权空间证明了抛物型方

程吸引子的存在性.2004年,J.Arrieta等在文献[2]中系统地研究了局部一致空间的相关性质,得到了

较完整的有关线性抛物型方程解的存在性与相关动力学理论.

本文在相空间X=W
•2,p

lu (Rn)×L
•
p
lu(Rn)(p>n

2
,p≥2)上证明方程(1)的整体解的存在性和随机

拉回吸引子的存在性.针对无界区域中嵌入公式的非紧性以及强衰减波动方程的传播速度的无限性等

问题,采用弱紧性对渐近紧性进行处理.
本文对权函数ρ∈C2(Rn)施加如下条件:

 ∂ρ
(x)
∂xj

≤ρ0ρ(x),
∂2ρ(x)
∂xj∂xk

≤ρ1ρ(x),x∈Rn,j,k=1,…,n. (2)

其中ρ0和ρ1是正常数.在等价范数意义下,满足条件(2)的任意严格正可积函数ρ都可生成相同的局部

一致空间Wm,p
lu (Rn),W

• m,p
lu (Rn),m=0,1,2,p≥1.因而不妨设存在充分小的δ>0,使得

 Ñρ ≤C0 δρ. (3)

1 线性强衰减波动方程和一致空间

本文假设,非线性项f满足如下增长条件:存在常数C1 >0,使得

 f(s1)-f(s2)≤C1 s1-s2 (1+ s1 q-1+ s2 q-1),s1,s2 ∈R, (4)

由此可以得出:存在常数C2 >0,使得

 f(s)≤C2(1+ s q),s∈R, (5)

其中n=1,2时,q≥1;当n≥3时,1≤q≤n+2
n-2

.

另外,非线性项f还满足耗散条件:∃C3,C4,C5,σ>0,k≥1,对任意s∈R,有:

 sf(s)-kF(s)≤-σs2+C3; (6)

 F(s)≤C4; (7)

 F(s)≥C5(s p+1-1). (8)

其中F(s)=∫
s

0
f(z)dz.

本文主要证明如下定理:

定理1 假设α>0,αβ≥1,p>n/2,p≥2,g∈L
•
p
lu(Rn),f∶R→R为局部Lipschitz连续函

数,且满足条件(5)—(7),则在局部一致空间W
•2,p

lu (Rn)×L
•
p
lu(Rn),p>n

2
,p≥2中方程(1)存在整体

解.用S(t,ω)表示整体解相对应的C0 半群,那么对n≥3,q< (n+2)/(n-2),S(t,ω)满足结论:

(i)在空间W
•2,p

lu (Rn)×L
•
p
lu(Rn)中的任意有界集合关于动力过程S(t,ω)的轨道为有界,并且S(t,

ω)在该空间中存在有界正不变的吸收集B1;

(ii)S(t,ω)在B1上的限制在度量空间V=clH1ρ(R
n)×L2ρ(R

n)(B1)中可连续扩张,并且V⊂W
•1,p

lu (Rn)×

8
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W
•1,p

lu (Rn);
(iii)S(t,ω)存在一个吸引子 A⊂V,满足:① 在V 中,A 关于S(t,ω)是正不变的;②A 在

W1,p
ρ (Rn)×W1,p

ρ (Rn)中是紧的;③ 在W
•1,p

lu (Rn)×W
•1,p

lu (Rn)中,A是有界闭集;④A是关于Hausdorff

半度量d=dW1,pρ
(Rn)×W1,pρ

(Rn)吸引W
•2,p

lu (Rn)×L
•
p
lu(Rn)中的任意有界集.

本文利用稠密嵌入公式C∞
bd(Rn)⊂W

•2,p
lu (Rn)⊂L

•
p
lu(Rn),且对方程(1)的线性部分有以下结论:

引理1[3] 对任意ω >0,p ∈(1,∞),当ω=β
α
,αβ ≥1,Reσ(L)>0时,线性算子L=

0 -I
ωI-Δ βI-

æ

è
ç

ö

ø
÷

αΔ
在相空间W

•2,p
lu (Rn)×L

•
p
lu(Rn)中是扇形算子,其定义域为 D(L)=W

•2,p
lu (Rn)×

W
•2,p

lu (Rn).

推论1[3] 如果α>0,ω=β/α,αβ≥1,那么线性算子L在相空间W
•2,p

lu (Rn)×L
•
p
lu(Rn),p∈(1,

∞)中生成强连续解析半群 e-{ }Lt ,满足:

 Lγe-Lt
L(W
•2,p
lu (Rn)×L

•p
lu(R

n),W
•2,p
lu (Rn)×L

•p
lu(R

n))≤cγ
e-at

tγ ,γ≥0,t>0,

其中cγ 和a 都是正常数.

2 半线性方程的局部解和先验估计

2.1 随机项的基本设定

容易看出,Ornstein-Uhlenbeck过程zj(θtωj)=-∫
0

-∞
es(θtωj)(s)ds是微分方程dzj+zjdt=dWj(t)

的一个解,并且是缓增的.另一方面,存在P测度1的θt 不变的集合 ～Ω⊂Ω,对任意ω∈～Ω,j=1,2,…,

m,映射tazj(θtω)是连续的.因而不妨设Ω=～Ω,并令z(θtω)=z(x,θtω)=∑
m

j=1
hj(x)zj(θtω),则该过

程是随机方程dz+zdt=∑
m

j=1
hjdWj 的一个解.

引理2[4] 对任意λ>0,存在缓增随机变量r,rl∶Ω aR+,l=12
,1;对所有t∈R,ω∈Ω,满足:

 z(θtω)≤eλ|t|r(ω),e-λ|t|r(ω)≤r(θtω)≤eλ|t|r(ω);

 (-Δ)(l)z(θtω)≤eλ|t|rl(ω),e-λ|t|r(l)(ω)≤r(θtω)≤eλ|t|r(l)(ω),

其中r(l)(ω)=∑
m

j=1
rj(ωj)(-Δ)lhj .

2.2 线性方程局部解的存在性

为了方便,令v=ut,ψ1=u,ψ2=v-z(θtω),将方程(1)转化为具有随机参数的确定性方程:

 
ψ̇1=ψ2+z(θtω),

ψ̇2=Δψ1-(-αΔ+β)ψ2-(-αΔ+β-1)z(θtω)+f(ψ1)+g(x){ .
(9)

通过变量替换ϑ=ut+εu-z(θtω),方程(9)可化为如下矩阵形式:

 ddt
uæ
è
ç

ö

ø
÷

ϑ
=-(H(u,ϑ))+

z(θtω)

f(u)+g(x)-(-αΔ+β-1-ε)z(θtω

æ

è
çç

ö

ø
÷÷)
, (10)

其中

 H(u,ϑ)=
εu-ϑ

-Δu-ε(-αΔ-ε)u+(-αΔ-ε)ϑ+β(ϑ-εu
æ

è
ç

ö

ø
÷
)

.
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此时,初值条件变成
uæ
è
ç

ö

ø
÷

ϑ t=0
=

u0
v0+εu0-z(θτω

æ

è
çç

ö

ø
÷÷)
.

基于引理1的结论,即得空间W
•2,p

lu (Rn)×L
•
p
lu(Rn)中的局部解存在性.

定理2 设f满足条件(4)—(8),且g(x)∈L
•
p
lu(Rn),则在空间X=W

•2,p
lu (Rn)×L

•
p
lu(Rn)中,方程(1)

的整体解存在;因而,在X 中可定义一个C0 半群S(t,ω).具体地说,对任意(u0,ϑ0)∈X,T>0,方程

(1)存在唯一的关于初始条件连续依赖的解:

 (u,ϑ)∈C([0,T),X)∩C1((0,T),X)∩C((0,T),D(L)).
证明  根据抽象抛物方程理论以及引理1的结论可知,只需证明(0,f(·)+g-(-αΔ+β-

1)z(θtω))T 在X 中局部Lipschitz连续,即证明W
•2,p

lu 到L
•
p
lu 上是f(·)局部Lipschitz的即可.对任意的

u1,u2 ∈W
•2,p

lu 和y∈Rn,根据后面证明的引理4和引理5中给出的关于u在W
•2,p

lu 中的有界性以及嵌入

公式W
•2,p

lu ⊂Cb(Rn),可得到

 ∫Rn
τyρ(x)f(u1)-f(u2)pdx≤Cp

1∫Rn
τyρ(x)(1+ u1 q-1+ u2 q-1)p u1-u2 pdx≤

  C′∫Rn
τyρ(x)u1-u2 pdx≤C′u1-u2

p

W
•2,p
lu (Rn)

,

其中常数C′取决于C1 和 ui W
•2,p
lu
(i=1,2)的大小.

记Ey =H1
τyρ
(Rn)×L2τyρ(R

n).在Ey 中定义内积.对给定的μ∈(0,1),令

 <(φ1,φ2),(ψ1,ψ2)T>Ey =μ<Ñφ1,Ñψ1>L2τyρ(R
n)+με<φ1,ψ1>L2τyρ(R

n)+<φ2,ψ2>L2τyρ(R
n).

由文献[5]中的引理2得出,线性问题

 

d
dt

uæ
è
ç

ö

ø
÷

ϑ
=-H(u,ϑ),

uæ
è
ç

ö

ø
÷

ϑ t=0
=
 u0
v0+εu

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

0

的解(u,ϑ)T,当ε>0足够小,μ=1-εα 时,有如下关系式:

 <H(u,ϑ),(u,ϑ)T>Ey ≥με
2

Ñu 2
L2τyρ

(Rn)+με2 u 2
L2τyρ

(Rn)+
minα,{ }β
2 ϑ 2

H1τyρ
(Rn)+

  (ε2-με-βε)<u,ϑ>L2τyρ(R
n). (11)

再估计如下定义的能量函数Ey∶X→R:

 Ey(ϕ,ψ)=μ
2

Ñϕ
2
L2τyρ

(Rn)+με
2 ϕ

2
L2τyρ

(Rn)+
1
2 ψ

2
L2τyρ

(Rn)-∫Rn
F(ϕ)τyρdx-∫Rn

gϕτyρdx,

从而得到方程(9)的局部解在相空间H
•1

lu(Rn)×L
•2
lu(Rn)上的一致估计.

引理3 假设条件(6)、(7)成立,方程(9)的局部解(u,ϑ)=(u(t),ϑ(t))存在,函数(u,ϑ)T =
(u,ψ2+εu)T 满足方程(1),则有Ey(u,ϑ)(t,θ-tω,(u0,ϑ0))Ey ≤ρ(ω),其中ε是给定的正常数.

证明  将方程(10)的两边与(u,ϑ)T 在Ey 中做内积,由ϑ=ut+εu-z(θtω)得

 12
d
dt

(u,ϑ)T 2
Ey

=-<H(u,ϑ),(u,ϑ)T>Ey +μ<Ñz,Ñu>L2τyρ(R
n)+με<z,u>L2τyρ(R

n)-

  <(β-1-ε)z,ϑ>L2τyρ(R
n)-α<(-Δ)z,ϑ>L2τyρ(R

n)-<f(u)+g(x),z>L2τyρ(R
n)+

  <f(u)+g(x),ut+εu>L2τyρ(R
n). (12)

下面将分别估计式(12)右端的每一项.首先,根据Hölder不等式有:

01
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 μ<Ñz,Ñu>L2τyρ(R
n)≤μ

ε
Ñz 2

L2τyρ
(Rn)+με

4
Ñu 2

L2τyρ
(Rn), (13)

 με<z,u>L2τyρ(R
n)≤μ

2 z 2
L2τyρ

(Rn)+με2
2 u 2

L2τyρ
(Rn). (14)

利用非线性项f的假设条件(5)和(8)以及Hölder不等式,再根据引理(2)得

 -<f(u),z>L2τyρ(R
n)≤C2ε∫Rn

F(u)τyρdx+C2 1ε
Ñz q+1

L2τyρ
(Rn)+C6, (15)

其中C6=C2∫Rn
zτyρdx.另外,根据Hölder不等式有

 -<g(x),z>L2τyρ(R
n)≤∫Rn

g(x)(τyρ)[ ]
1
2 • z(τyρ)[ ]

1
2 dx≤ 12 g 2

L2τyρ
(Rn)+

1
2 z 2

L2τyρ
(Rn).

(16)

再根据Green公式以及估计式(3)得:

 -α<(-Δ)z,ϑ>L2τyρ(R
n)≤2α Ñz 2

L2τyρ
(Rn)+

α
2

Ñϑ 2
L2τyρ

(Rn)+C2δ ϑ 2
L2τyρ

(Rn); (17)

 -(β-1-ε)<z,ϑ>L2τyρ(R
n)≤ (β-1-ε)z 2

L2τyρ
(Rn)+β-ε-C2δ

2 ϑ 2
L2τyρ

(Rn); (18)

 <f(u)+g(x),ut+εu>L2τyρ(R
n)=ddt∫Rn

F(u)τyρdx+∫Rn
guτyρd[ ]x +

  ε∫Rn
f(u)uτyρdx+ε∫Rn

guτyρdx. (19)

根据条件(6)得

 ∫Rn
uf(u)τyρdx≤k∫Rn

F(u)τyρdx-σ∫Rn
u2τyρdx+C3∫Rn

τyρdx. (20)

把上述估计式(14)—(20)和不等式(11)带入式(12)中,并且令δ< β
2(1+α+C2)

,则有

 12
d
dt

(u,ϑ)T 2
Ey
≤-με

4
Ñu 2

L2τyρ
(Rn)-με2

2 u 2
L2τyρ

(Rn)-(
minα,{ }β
4 -C2δ

2
)ϑ 2

H1τyρ
(Rn)+

  ddt∫Rn
F(u)τyρdx+∫Rn

guτyρd[ ]x +ε(k+C1)∫Rn
F(u)τyρdx-εσ∫Rn

u2τyρdx+

  εC3∫Rn
τyρdx-(ε2-με-βε)<u,ϑ>L2τyρ(R

n)+εR(θ-tω), (21)

其中R(θ-tω)= μ
ε2 +2αæ

è
ç

ö

ø
÷

ε
Ñz 2+μ+β-ε

2ε z 2+C1
ε2

Ñz q+1+12ε+C3
ε.于是有

 ddtEy(u,ϑ)≤ -με
4

Ñu 2
L2τyρ

(Rn)-με2
2 u 2

L2τyρ
(Rn)-(

minα,{ }β
4 -C2δ

2
)ϑ 2

H1τyρ
(Rn)+

  ε(k+C1)∫Rn
F(u)τyρdx-εσ∫Rn

u2τyρdx+εC3∫Rn
τyρdx-(ε2-με-βε)L2τyρ(R

n)+

  ε∫Rn
guτyρdx+εR(θ-tω).

注意到μ∈(0,1),μ=1-εα,αβ≥1.考虑到非线性项f满足的条件(7),当ε和δ取值充分小(β>ε)
时,得到

 ddtEy(u,ϑ)≤ -εEy(u,ϑ)+εC3∫Rn
τyρdx+ε(k-1+C1)C4∫Rn

τyρdx+εR(θtω)=

  -εEy(u,ϑ)+ε (C3+(k-1+C1)C4)∫Rn
τyρdx+R(θtω[ ]).

令R1(θtω)=(C3+(k-1+C2)C4)∫Rn
τyρdx+R(θtω),则根据广义Gronwall引理,对所有t≥0有

11
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 Ey(u,ϑ)(t,θ-tω,(u0,ϑ0))Ey ≤e
-εtEy (u0,ϑ0)Ey +ε∫

0

-tR1(θξω)eεξdξ.

根据文献[6]中的引理3.3,令λ=σ
4
,可得

 ∫
0

-tR1(θξω)eεξdξ≤∫
0

-t

～R1(ξ,ω)eεξdξ≤∫
0

-∞

～R1(ξ,ω)eεξdξ< +∞,

其中 ～R1(ξ,ω)=(C3+(k-1+C2)C4)∫Rn
τyρdx+ μ

ε2 +2αæ

è
ç

ö

ø
÷

ε
(e

σ|ξ|
4r

1
2(ω))2+μ+β-ε

2ε
(e

σ|ξ|
4r(ω))2+

C1
ε2
(e

σ|ξ|(q+1)
4 r

q+1
2 (ω))+12ε+C3

ε.从而,对于任何(u0,ϑ0)∈B(θ-tω),lim
t→∞
e-εt(u0,ϑ0)Ey =0.于是存在一个

T=T(ω;B)>0,对所有t≥T,不等式 Ey(u,ϑ)(t,θ-tω,(u0,ϑ0))Ey ≤ρ(ω)成立,其中ρ2(ω)=

ε2∫
0

-∞

～R1(τ,ω)eετdτ.证毕.

注1 显然,由引理3以及f满足的条件(7)可得(u,ϑ)T 在Ey 上有如下估计:

 με
2 u 2

H1τyρ
(Rn)+

1
2 ϑ 2

L2τyρ
(Rn)≤ρ(ω)+C4∫Rn

τyρdx+με
4∫Rn

u2τyρdx+ 1
με∫Rn

g2τyρdx.

进而得到一致估计

 minμε
4
,{ }12 (u

2

H
•1
lu(Rn)

+ ϑ
2

L
•2
lu(Rn)

)≤3(sup
y∈Rn

ρ(ω)+C7), (22)

其中C7=C4 ρ L1(Rn)+ 1
με

g
2

L
•2
lu(R

n).

3 整体解和吸收集的存在性

当对非线性项施加适当的增长条件时,方程(1)的局部解在相空间X=W
•2,p

lu (Rn)×L
•
p
lu(Rn)上可扩

充为整体解,并可得出耗散性结果.下面首先讨论方程在空间X 中的整体解的一致有界性和渐近估计.

引理4 假设g∈L
•
p
lu(Rn),p>n/2,p≥2,α>0,并且条件(6)和(7)成立,则在增长条件(5)下,

方程(9)的局部解在X 上整体存在.进而,当αβ≥1,n≥3时,对q< (n+2)/(n-2)有如下估计:

 (u,v)T X ≤C1(ω)((u0,v0)T X),t≥0; (23)

 limsup
t→∞

sup
(u0,v0) X≤r

(u,v)T X ≤C2(ω). (24)

其中C1(ω)是与r无关的常数,C2(ω)是与r相关的常数.
证明  在此仅考虑n≥3的情况,其他情形可简单重复下面情形即可推得.根据方程(9)存在局部

解(u,v)T,以及在H
•1

lu(Rn)×L
•2
lu(Rn)上对t的一致估计式(22),得

 (u,v)T
2

H
•1
lu(R

n)×L
•2
lu(R

n)≤C1(ω) (u0,v0)T
2

H
•1
lu(R

n)×L
•2
lu(R

n).

由增长条件(5)可知,对n≥3,q≤ (n+2)/(n-2),函数F(u0)的增长为c(1+ u0 )q+1.因而

F(u0)L1lu(R
n)可由u0在H

•1
lu(Rn)中的范数来控制.依据条件(5)和Nirenberg-Gagliardo不等式,并注意

到(n/2-n/pq-1)/(n/2-n/p+1)≤θ<1/q,q∈[1,(n+2)/(n-2)],有

 f(u)L
•p
lu(R

n)≤C8(1+ u θq
W
•2,p
lu (Rn)• u

(1-θ)q
H
•1
lu(R

n)),

从而得到

 0,f(u)+β
αu+g(x)-(-αΔ+β-1)z(θ-tωæ

è
ç

ö

ø
÷)
T

X
≤

  (C9((u,ϑ)T
(1-θ)q
H
•1
lu(R

n)×L
•2
lu(R

n))+R0(θ-tω))(1+ (u,v)T θq
X
),
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其中θq取值为θq<1,并且R0(θ-tω)= g L
•p
lu(R

n)+(-αΔ+β-1)z(θ-tω)L
•p
lu(R

n).由于αβ≥1,

因此如下微分方程的线性部分在X 中是一个扇形正算子:

 ddt
æ

è
ç

ö

ø
÷

u
v

=-
0 -I

β
αI-Δ βI-

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷αΔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

u
v

+
0

f(u)+β
αu+g(x)-(-αΔ+β-1)z(ω

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷). (25)

方程(25)等价于方程(9),因此可得到与方程(25)相应的积分方程.根据文献[7]中的式(2.2),可得到

方程整体解的存在性,并且式(23)成立.根据文献[3]中的注解1和文献[7]中的4.1中的结果,以及

Gronwall引理得出

 limsup
t→∞

sup
(u0,v0) X≤r

(u,v)T X ≤C2(ω),

其中C2(ω)=∫
0

-∞
R0(ξ,ω)eC8ξdξ.根据引理2中的不等式,得到∫

0

-∞
R0(ξ,ω)eC8ξdξ的收敛性.

需要说明的是,对n≥3,当αβ<1或q=(n+2)/(n-2),从局部解的存在性依然可推出整体解

的存在性.然而,由于线性半群可能不再是衰减,有可能是严格递增,按上述所用的方法将得不到式(23)

和式(24)的结果.

当p>n/2,p≥2时,在X=W
•2,p

lu (Rn)×L
•2
lu(Rn)中定义半群S(t,ω)为方程(9)的整体解形成的

一个C0 半群.根据式(24)定义的半群S(t,ω)在X 中的一个吸收集记为B0,由式(23)和(24)的结果

可知,γ+ (B0)也是S(t,ω)吸收集,而且是有界的.根据文献[7]中的引理3.2.1得出,集合B1∶=S(1,

ω)γ+ (B0)在D(L)=W
•2,p

lu (Rn)×W
•2,p

lu (Rn)中有界.
引理5 假 设 条 件(5)—(7)成 立,而 且α > 0,αβ ≥ 1,p >n/2,p ≥ 2,则 从 B1 到

clH1ρ
(Rn)×L2ρ(Rn)(B1)的半群S(t,ω)在相空间 H1

ρ(Rn)×L2ρ(Rn)上可以连续扩充.进而,

 clH1ρ
(Rn)×L2ρ

(Rn)(B1)⊂W
•2,p

lu (Rn)×W
•2,p

lu (Rn).
证明  取(u10,v10),(u20,v20)∈B1,并且记U=(u1-u2),则有:

 
Utt-αΔUt-ΔU+βUt=f(u1)-f(u2),t>0,x∈Rn;

U(0,x)=u10(x)-u20(x),Ut(0,x)=u11(x)-u21(x),x∈Rn{ .

由于n≥3,B1在D(L)中有界,而且p>n/2时,W
•2,p

lu (Rn)⊂L∞(Rn),因而存在一个常数M= M(B1)>
0,有

 ∀u1,u2 ∈B1,f(u1)-f(u2)≤M u1-u2 . (26)

因而得到

 12
d
dt

(U,V)T 2
Ey
≤-με

2
ÑU 2

L2τyρ
(Rn)-με2 U 2

L2τyρ
(Rn)-

minα,{ }β
2 V 2

L2τyρ
(Rn)+

  <f(u1)-f(u2),V>L2τyρ(R
n)-(ε2-με-βε)<U,V>L2τyρ(R

n), (27)

其中V=Ut+εU.利用式(26)、(27)和Gronwall引理得

 (U,V)T(t)2
Ey
≤ (U0,V0)T(t)2

Ey
eC10t,

其中C10=maxε+ε(ε-β-μ)
2μ

,ε+M,1+minα,{ }β{ }2 .

这确保了对任意的τ<0,在H1
ρ(Rn)×L2ρ(Rn)中的任何柯西序列构成的初始条件 (un0,vn0){ }T ⊂

Rn 导出C([τ,0],H1
ρ(Rn)×L2ρ(Rn))中的柯西序列{S(t,ω),(un0,vn0)},因此半群S(t,ω)从B1可以扩

充到其闭包clH1ρ
(Rn)×L2ρ

(Rn)(B1)上.
根据文献[2]中的引理4.8,B1在W1,p

ρ (Rn)×W1,p
ρ (Rn)中是预紧的,可知B1中的任何序列在

(下转第18页)

31



延边大学学报(自然科学版) 第44卷  

从而有∫
ω

0
u0(t)dt≤ 1

η∫
ω

0
h0(t)dt.由上式和式(8)可证u0 满足式(12).取R> max췍R,{ }r ,则式(15)成

立.由引理6知,i(Q,K ∩ΩR,K)=1,再结合式(14)有i(Q,K ∩ (ΩR\췍Ωr),K)=i(Q,K ∩ΩR,K)-
i(Q,K∩Ωr,K)=1.由可解性知Q在K ∩(ΩR\췍Ωr)中至少存在一个不动点,该不动点即为方程(1)的

正ω 周期解.
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W1,p
ρ (Rn)×W1,p

ρ (Rn)中收敛,且其极限一定属于W1,p
ρ (Rn)×W1,p

ρ (Rn)⊆W
•1,p

lu (Rn)×W
•1,p

lu (Rn).

运用紧嵌入W
•2,p

ρ ×W
•2,p

ρ ⊂W1,p
ρ (Rn)×W1,p

ρ (Rn)可得到定理1的证明.吸引子A为:

 A={(u,ϑ)T ∈W1,p
ρ ×W1,p

ρ :存在B1 中的序列 (un,ϑn){ }T ,tn → ∞,使

  S(tn,θ-tn
(ω))(un,ϑn)

W1,p
ρ (Rn)×W1,p

ρ (Rn

→
)
(u,ϑ)T}.
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