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一类1维非线性Schrödinger方程组整体解的
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摘要:考虑一类1维非线性Schrödinger方程组的初始值问题,采用因式分解法、能量法以及Sobolev不等式,

证明了该方程整体解的存在性和解的时间衰减估计.
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Abstract:Weconsiderasystemof1DnonlinearSchrödingerequationsforarbitrarilysmallinitialdata.We

provetheglobalexistenceofsolutionsandinvestigatethetimedecayestimatesbyusingthefactorizationfor-
mula,energymethodandSobolevinequalities.
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0 引言

非线性系统理论在数学、量子力学和生命科学等领域中具有广泛的应用,其中非线性Schrödinger
方程一直受到学者们的关注.近年来,有关非线性Schrödinger方程组

 

i∂tu1+ 1
2m1
∂2xu1=λ1 u1 p1u1+μ1췍u1u22,

i∂tu2+ 1
2m2
∂2xu2=λ2 u2 p2u2+μ2췍u2u21,

uj(0,x)=ϕj(x

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï )

(1)

的研究,已取得了不少的研究成果[1-3].1984年,J.E.Barab[4] 证明了一类具有临界 非 线 性 项 的

Schrödinger方程渐近自由解的非存在性.2014年,S.Katayama等[2]研究了一类具有临界非线性项的2
维Schrödinger方程组解的整体存在性及其时间衰减估计.2016年,D.Kim[3]研究了类似的具有临界非

线性项的1维非线性Schrödinger方程组解的整体存在性及其时间衰减估计.当p1>2,p2=2时,方程

组(1)具有超临界和临界非线性项.目前对具有临界和超临界非线性项的Schrödinger方程组解的长时
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间渐近行为的研究得较少.本文主要研究非线性Schrödinger方程组(1)的初始值问题,证明其整体解

的存在性和解的时间衰减估计.这里x∈R,t>0,mj 是微观粒子的质量,uj 是未知复值函数,λj,μj∈

C\{0},j=1,2,p1 >2,p2=2.

1 预备知识

定义1 Lebesgue空间Lp(R),若1≤p<∞,ϕ Lp(R)=(∫R
ϕ(x)pdx)

1
p;若p=∞,ϕ L∞(R)=

ess.sup
x∈R

ϕ (x).

定义2 若m,s∈R,1≤p< ∞,Sobolev空间

 Hm,s
p (R)={f∈Lp(R);f Hm,s

p
(R)= (1-∂2x)

m
2 (1+ x 2)s2f Lp(R)< ∞}.

为了计算简便,记 f L2(R)= f ,f L∞(R)= f L∞,Hm,s
2 (R)=Hm,s,Hm,0(R)=Hm.

定义3 (Dδϕ)(x)=
1
(iδ)

1
2
ϕ(

x
δ
),δ≠0.E=e-i2|ζ|

2,M=e-i2t|x|
2,t≠0.U1

m
(t)=e

1
2mitΔ,其中Δ=

∂2
∂x2,m≠0.

经计算可知,因式分解公式[1]Uδ(t)ϕ=M -1δDδtFM -1δϕ,Uδ(-t)ϕ=iM
1
δF-1EδD1

δtϕ,其中F和

F-1分别表示Fourier变换和Fourier逆变换,Fφ=(2π)-
1
2∫R
e-ixζφ(x)dx,F-1ψ=(2π)-

1
2∫R
eixζψ(ζ)dζ.

并且伽利略变换算子J1
m
(t)=U1

m
(t)xU1

m
(-t)=x+itm∂x,m≠0与L1

m =i∂t+ 12m∂
2
x 有交换关系,即

[L1
m
,J1

m
]=0[1].

2 主要结果及其证明

在陈述主要定理之前,首先给出以下假设条件:

(H1)m1=m2;

(H2)存在k1,k2 ∈R+,使得k1μ1=k2췍μ2;

(H3)Imλj≤0,j=1,2.

假设(H2)、(H3)成立,对于方程组(1),运用能量法[1]可得d
dt∑

2

j=1
kj uj

2 ≤0.

定理1 假设(H1)—(H3)成立,则存在ε>0,当∑
2

j=1
ϕj H0,1∩H1 <ε时,方程组(1)存在唯一的整

体解u=(u1,u2)∈C([0,∞);H0,1 ∩H1),并且解的时间衰减估计为

 ∑
2

j=1
uj(t)L∞ ≤C(1+t)-

1
2,t≥0.

注1[1] 假设Imλj=0,(H1)、(H2)成立,且pj=2,j=1,2.则存在ε>0,当∑
2

j=1
ϕj H0,1∩H1 <

ε时,方程组(1)存在整体解,且时间衰减估计为∑
2

j=1
uj(t)L∞ ≤C(1+t)-

1
2,t≥0.

注2[2-3] 假设Imλj<0,(H1)、(H2)成立,且pj=2,j=1,2.则存在ε>0,当∑
2

j=1
ϕj H0,1∩H1 <

ε时,方程组(1)存在整体解,且时间衰减估计为∑
2

j=1
uj(t)L∞ ≤C(1+t)-

1
2 (log(t+2))-

1
2,t≥0.

2



 第1期 林爽,等:一类1维非线性Schrödinger方程组整体解的存在性及其时间衰减估计

令 u XT =sup
t∈[0,T]∑

2

j=1

((1+t)-ε
1
2 U 1

mj
(-t)uj H0,1 +(1+t)

1
2 uj L∞),T >0.这里T 待定,0<

ε≪1.为证明定理1,首先考虑下面引理:

引理1 假设(H1)—(H3)成立.若ε>0充分小,且∑
2

j=1
ϕj H0,1∩H1 <ε,则存在T>1及方程组

(1)唯一的解u=(u1,u2)∈XT,使得 u XT ≤2ε.
对于方程组(1)的局部解的存在性,可以用不动点定理证明[1].下面主要讨论整体解的存在性及其

时间衰减估计.令

 F1∶=F1(u1,u2)=μ1췍u1u22,

 F2∶=F2(u1,u2)=μ2췍u2u21.
在方程组(1)等式两边同时运用算子FU 1

mj
(-t),得到

 FU 1
mj
(-t)(i∂tuj+ 1

2mj
∂2xuj)=FU 1

mj
(-t)(λj uj

pjuj+Fj).

首先,考虑FU 1
mj
(-t)(λj uj

pjuj).由于D-1
t
mj
D t

mj
ϕ=ϕ,(Dt

mj
ϕ)(x)=

1
(it
mj
)12
ϕ(

mj

tx),可得D-1
t
mj

=

(it
mj
)12ϕ(

t
mj

x).因此

 FU 1
mj
(-t)(λj uj

pjuj)=FMmjF-1D-1
t
mj
Mmj(λj uj

pjuj)=

  λj(it
mj
)-

pj
2FMmjF-1 D-1

t
mj
Mmjuj|pjD-1

t
mj
Mmjuj=

  λj(it
mj
)-

pj
2 FU 1

mj
(-t)uj

pjFU 1
mj
(-t)uj+∑

2

s=1
Rs,j,

其中R1,j=λj(it
mj
)-

pj
2(FM -mjU 1

mj
(-t)uj

pjFM -mjU 1
mj
(-t)uj- FU 1

mj
(-t)uj

pjFU 1
mj
(-t)uj),

R2,j=λj(it
mj
)-

pj
2F(Mmj -1)F-1 FM -mjU 1

mj
(-t)uj

pjFM -mjU 1
mj
(-t)uj.

其次,考虑FU 1
mj
(-t)Fj.由因式分解公式(Uδ(t)ϕ)(x)=M-1δ(x)Dδt((F(M-1δ(y)ϕ(y)))(ζ))(x),

有FU 1
mj
(-t)=iMmjE

1
mjDmj

t
,其中Mmj =FMmjF-1,由此可得FU 1

mj
(-t)Fj=iMmjE

1
mjDmj

tFj.应用恒等

算子I=iDt
mj
Dmj

t
及其质量共振条件(H1),可得

 Dmj
tFj(u1,u2)=Dmj

tFj(iDt
m1
Dm1

tu1,iDt
m2
Dm2

tu2)=

  i(tmj
)12Fj((

mj

t
)12Dmj

tD t
m1
Dm1

tu1,(mj

t
)12Dmj

tD t
m2
Dm2

tu2).

进一步计算得

 FU 1
mj
Fj(u1,u2)=-MmjE

1
mj(tmj

)12Fj((
mj

it
)12Dmj

m1
Dm1

tu1,(mj

it
)12Dmj

m2
Dm2

tu2).

由等式DaE-b=E-b
a2Da,其中a≠0,可得Dmj

mk
Dmk

tuk=Dmj
mk
E-1

mkE
1
mkDmk

tuk=E-
mk
m2jDmj

mk
E

1
mkDmk

tuk.令θj=

- 1
2m2

j
tζ 2,则E-

mk
m2j=e

i
2t

mk
m2j

|ζ|
2

=e-imkθj,再根据(H1)即得

 FU 1
mj
(-t)Fj(u1,u2)=-i-

1
2MmjE

1
mj(tmj

)12Fj((
mj

t
)12e-im1θjDmj

m1
췍u1,(mj

t
)12e-im2θjDmj

m2
췍u2),

其中췍uj=E
1
mjDmj

tuj,j=1,2.因为Fj 是三次非线性项,因此可得

3
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 FU 1
mj
(-t)Fj(u1,u2)=-i-

1
2Mmj

mj

tFj(Dmj
m1
췍u1,Dmj

m2
췍u2).

在上式右端运用FU 1
mj
(-t)=iMmjE

1
mjDmj

t
,可得

 FU 1
mj
(-t)Fj(u1,u2)=-i-

1
2Mmj

mj

tFj(-iDmj
m1

M-1
m1FU 1

m1
(-t)u1,-iDmj

m2
M-1

m2FU 1
m2
(-t)u2),

其中 M-1
mj=FM -mjF-1.令FU 1

mj
(-t)uj=D-1

1
mj
vj,则有

 FU 1
mj
(-t)Fj(u1,u2)=i

1
2Mmj

mj

tFj(Dmj
m1

M-1
m1D

-1
1
m1
v1,Dmj

m2
M-1

m2D
-1
1
m2
v2).

所以方程组(1)可以写成

 i∂tD-1
1
mj
vj=λj(it

mj
)-

pj
2 FU 1

mj
(-t)uj

pjFU 1
mj
(-t)uj+

  i
1
2Mmj

mj

tFj(Dmj
m1

M-1
m1D

-1
1
m1
v1,Dmj

m2
M-1

m2D
-1
1
m2
v2)+∑

2

s=1
Rs,j.

将上式右端的第2项分解,则有

 i∂tvj=λjD 1
mj
(it
mj
)-

pj
2 |FU 1

mj
(-t)uj|pjFU 1

mj
(-t)uj+

  i
1
2(mj

i
)12 mj

tFj(1m1/2
j
v1,1m1/2

j
v2)+D1

mj∑
4

s=1
Rs,j.

其中:

 R3,j=i
1
2(Mmj -I)mj

tFj(Dmj
m1

M-1
m1D

-1
1
m1
v1,Dmj

m2
M-1

m2D
-1
1
m2
v2),

 R4,j=i
1
2
mj

tFj(Dmj
m1

M-1
m1D

-1
1
m1
v1,Dmj

m2
M-1

m2D
-1
1
m2
v2)-i

1
2
mj

tFj(Dmj
m1
D-1

1
m1
v1,Dmj

m2
D-1

1
m2
v2).

经过以上的变换,就可以把方程组(1)改写成常微分方程组,形如

 i∂tvj=λjt-
pj
2 vj

pjvj+1tFj(v1,v2)+D1
mj∑

4

s=1
Rs,j,j=1,2. (2)

下面只考虑t≥1的情况.在等式(2)的两端同时乘kj
췍vj,并取虚部,再结合假设条件(H2),可得

 ∂t(∑
2

j=1
kj vj

2)=2∑
2

j=1
kjImλjt-

pj
2 vj

pj+2+2Im(∑
2

j=1
kj(D1

mj∑
4

s=1
Rs,j)췍vj),kj>0,j=1,2.

引理2 ∑
4

s=1
Rs,j L∞ ≤C(t-

pj
2-14 U 1

mj
(-t)uj

pj+1
H0,1 +t-54∑

2

j=1
U 1

mj
(-t)uj

3
H0,1),t≥1,j=1,2.

证明  应用文献[5]中引理1的方法,易得

 ∑
2

s=1
Rs,j L∞ ≤Ct-

pj
2-14 U 1

mj
(-t)uj

pj+1
H0,1,t≥1. (3)

考虑∑
4

s=3
Rs,j L∞ .由于

 R3,j L∞ = i
1
2(Mmj -I)mj

tFj(Dmj
m1

M-1
m1D

-1
1
m1
v1,Dmj

m2
M-1

m2D
-1
1
m2
v2)

L∞
≤

  C (Mmj -I)F-1mj

tFj(Dmj
m1

M-1
m1D

-1
1
m1
v1,Dmj

m2
M-1

m2D
-1
1
m2
v2)

L1
≤

  Ct-54 Fj(Dmj
m1

M-1
m1D

-1
1
m1
v1,Dmj

m2
M-1

m2D
-1
1
m2
v2)H1,

其中Fj 是满足假设条件(H1)的三次非线性项,因此有

 R3,j L∞ ≤Ct-54∑
2

j=1
U 1

mj
(-t)uj

3
H0,1,t≥1. (4)

4
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用类似的方法估计 R4,j L∞,同样可得

 R4,j L∞ ≤Ct-54∑
2

j=1
U 1

mj
(-t)uj

3
H0,1,t≥1. (5)

综上不等式(3)—(5),引理2得证.
引理3 令u∈XT 是方程组(1)的一个解,则对任意的t∈ 1,[ ]T ,都有

 ddtG
(t)≤C(∑

2

j=1
t-

pj
2-14 U 1

mj
(-t)uj

pj+1
H0,1 +t-54H(t)3),

其中G(t)=∑
2

j=1
kj FU 1

mj
(-t)uj L∞,H(t)=∑

2

j=1
U 1

mj
(-t)uj H0,1,kj>0,j=1,2.

证明  由条件(2)、(H2)和(H3),可得∂t(∑
2

j=1
kj vj

2)≤2Im(∑
2

j=1
kj(D1

mj∑
4

s=1
Rs,j)췍vj),其中

kj>0,j=1,2.再应用引理2,即得引理3.
引理4 对任意的t∈ 1,[ ]T ,都有

 ddtH
(t)≤C(∑

2

j=1

(t-12G(t)+t-34H(t))pj +(t-12G(t)+t-34H(t))2)H(t).

证明  令N1∶=N1(u1,u2)=λ1 u1 pju1+F1,N2∶=N2(u1,u2)=λ2 u2 pju2+F2.因为J1
mj

与

L1
mj

有交换关系,即[L1
mj
,J1

mj
]=0,于是可得

 J1
mj
(i∂t+ 1

2mj
∂2x)uj=J1

mj
Nj. (6)

等式(6)两端同时乘J1
mj
uj,然后在R上积分,并取虚部,得∂t J1

mj
uj

2=2Im∫R
J1

mj
Nj·J1

mj
ujdx.由文献

[6]中的引理X4可得∂t J1
mj
uj ≤C(∑

2

j=1
uj

pj
L∞ +∑

2

j=1
uj

2
L∞)∑

2

j=1
J1

mj
uj .应用因式分解公式,可得

uj L∞ ≤Ct-12 FU 1
mj
(-t)uj L∞ +Ct-34 U 1

mj
(-t)uj H0,1.综合上述两个不等式,引理4得证.

引理5 对任意的t∈ 1,[ ]T ,都存在一个较小的ε>0,使得 H(t)(1+t)-ε
1
2 +G(t)<ε

2
3,

∑
2

j=1

(ϕj H0,1 + ϕ H1)<ε.

证明  令～H(t)=H(t)(1+t)-ε
1
2,则d

dt
～H(t)=(ddtH

(t))(1+t)-ε
1
2 -ε

1
2 (1+t)-ε

1
2-1H(t).应用

引理4,可知

 ddt
～H(t)+ε

1
2(1+t)-1～H(t)≤

  C(∑
2

j=1

(t-12G(t)+t-34+ε
1
2～H(t))pj +(t-12G(t)+t-34+ε

1
2～H(t))2)～H(t). (7)

因此,存在一个较小的ε>0,使得

 ～H(t)+G(t)<ε
2
3. (8)

下面应用反证法对上述命题(8)进行证明.假设存在时间t1∈ 1,[ ]T ,使得～H(t1)+G(t1)≤ε
2
3.运

用引理3,可得

 G(t1)≤C(ε+∫
t1

1∑
2

j=1
τ-

pj
2-14+ε

1
2(pj+1)ε

2(pj+1)

3 +τ-54+3ε
1
2ε2dτ)≤C(ε+∑

2

j=1
ε
2(pj+1)

3 +ε2)≤C(ε+ε2),

其中p1 >2,p2=2,ε充分小.在区间 1,t[ ]1 上对式(7)积分,有

 ～H(t1)+ε
1
2∫

t1

1
(1+τ)-1～H(τ)dτ≤C(ε+∫

t1

1∑
2

j=1

(τ-12G(τ)+τ-34+ε
1
2～H(τ))pj～H(τ)dτ)+

5
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  ∫
t1

1
(τ-12G(τ)+τ-34+ε

1
2～H(τ))2～H(τ)dτ≤C(ε+ε2)+Cε2∫

t1

1
(1+τ)-1～H(τ)dτ,

其中p1>2,p2=2,ε充分小.从而知～H(t1)≤C(ε+ε2),故得到～H(t1)+G(t1)≤C(ε+ε2)<ε
2
3.

这与假设矛盾,由此引理5得证.
通过以上证明发现,方程组(1)有整体解,满足:

 H(t)=∑
2

j=1
U 1

mj
(-t)uj H0,1 <ε

2
3 (1+t)ε

1
2,t≥0;

 G(t)=∑
2

j=1
kj FU 1

mj
(-t)uj L∞ <ε

2
3,t≥0.

其中kj>0,j=1,2.
下面证明方程组(1)解的时间衰减估计.因为

 u L∞ ≤Ct-12 FU1
m
(-t)u L∞ +Ct-34 U1

m
(-t)u H0,1,t>0,

所以根据引理5,可得当t≥0,ε充分小时,有 u L∞ ≤Cε
2
3t-12 +Ct-34ε

2
3(1+t)ε

1
2 ≤C(1+t)-

1
2;因

此,定理1得证.
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