
第43卷 第4期
2017年12月

延 边 大 学 学 报(自然科学版)
JournalofYanbianUniversity(NaturalScience)

Vol.43No.4
Dec.2017

收稿日期:2017 08 03    基金项目:福建省教育厅科技类项目(JAT160377)

作者简介:吴丽萍(1972—),女,副教授,研究方向为生物数学.

文章编号:1004-4353(2017)04-0344-06

一类离散捕食者-食饵-互惠模型的持久性
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摘要:研究一类离散捕食者 食饵 互惠模型的持久性问题.通过运用差分不等式的有关理论及一些引理,得
到了保证该系统永久持续生存的充分性条件.本文的所得结果补充了文献[1]的工作.
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Abstract:Thepermanenceofthediscretepredator-prey-mutualistsystemisstudiedinthispaper.Byapplying
thetheoryofdifferenceinequalityandsomelemmas,sufficientconditionswhichguaranteethepermanenceof
thesystemareobtained.Theresultssupplementtheresultsofliterature[1].
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  本文研究如下离散捕食者 食饵 互惠模型:

 

x(n+1)=x(n)exp{a1(n)-b1(n)x(n)- c1(n)z(n)
d1(n)+d2(n)y(n)

},

y(n+1)=y(n)exp{a2(n)- y(n)
d3(n)+d4(n)x(n)

},

z(n+1)=z(n)exp{-a3(n)+ c2(n)x(n)
d1(n)+d2(n)y(n)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï },

(1)

其中x(n),y(n)和z(n)分别是食饵种群、互惠种群及捕食者种群在第n代的种群密度;ai(n)(i=1,2,

3),dj(n)(j=1,2,3,4)和ck(n)(k=1,2)是有正的上、下界的序列.
本文中,对任一有界序列{g(k)},记gu=sup

k∈N
g(k),gl=inf

k∈N
g(k),其中N表示非负整数集合.基于

生态学意义,本文考虑系统(1)具有正初值x(0)>0,y(0)>0,z(0)>0的解(x(n),y(n),z(n)),易
知系统(1)具有正初值的解是正的.系统(1)可视为连续模型

 

ẋ=x[a1(t)-b1(t)x- c1(t)z
d1(t)+d2(t)y

],

ẏ=y[a2(t)- y
d3(t)+d4(t)x

],

ż=z[-a3(t)+ c2(t)x
d1(t)+d2(t)y(t)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï ]

(2)
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对应的离散模型.文献[1]在假设系统(2)的所有系数是周期函数的情形下,研究了系统(2)的持久性及

正周期解.然而,对于生命短、世代不重叠的种群,或者虽然是生命长、世代重叠的种群,其数量比较少

时,通常表为差分方程[2].近年来,许多学者对各种离散生态系统的动力学行为进行了研究[3-8],但尚未

有文献对系统(1)进行研究,基于此本文通过发展文献[3,6]的分析方法,得到了保证系统(1)持久的充

分性条件.

1 系统的持久性

定义1 如果存在常数mi 和Mi(i=1,2,3),使得对系统(1)的任一正解(x(n),y(n),z(n))有:

 m1 ≤liminf
n→∞

x(n)≤limsup
n→∞

x(n)≤M1,

 m2 ≤liminf
n→∞

y(n)≤limsup
n→∞

y(n)≤M2,

 m3 ≤liminf
n→∞

z(n)≤limsup
n→∞

z(n)≤M3,

则称系统(1)是持久的.
引理1[3] 假设{x(n)}满足x(n)>0且x(n+1)≤x(n)exp{a(n)-b(n)x(n)},n∈N,其中

{a(n)}和{b(n)}是有正的上下界的序列,则limsup
n→∞

x(n)≤ 1blexp
(au-1).

引理2[3] 假设{x(n)}满足x(n)>0且x(n+1)≥x(n)exp{a(n)-b(n)x(n)},n≥ N0,

limsup
n→∞

x(n)≤x*,x(N0)>0,其中{a(n)}和{b(n)}是有正的上下界的序列,N0 ∈N,则

 liminf
n→∞

x(n)≥ min{a
l

bu
,a
l

buexp
(al-bux*)}.

引理3 设(x(n),y(n),z(n))为系统(1)的任一正解,则limsup
n→∞

x(n)≤M1,limsup
n→∞

y(n)≤M2,

其中M1=1bl1
exp(au1-1),M2=(du3+du4M1)exp(au2-1).

证明  由系统(1)的第1个方程,有x(n+1)≤x(n)exp{a1(n)-b1(n)x(n)}.由引理1得

 limsup
n→∞

x(n)≤ 1bl1
exp(au1-1)=△M1. (3)

由式(3)知,对充分小的正数ε>0,存在正整数k1,当n>k1 时,有x(n)<M1+ε.从而由系统(1)的

第2个方程得,当n>k1 时,y(n+1)≤y(n)exp{a2(n)- y(n)
d3(n)+d4(n)(M1+ε)

}.由引理1知,

 limsup
n→∞

y(n)≤ [du3+du4(M1+ε)]exp(au2-1).

令ε→0,得

 limsup
n→∞

y(n)≤ (du3+du4M1)exp(au2-1)=△M2. (4)

引理4 设(x(n),y(n),z(n))为系统(1)的任一正解,则

 liminf
n→∞

y(n)≥m2, (5)

其中m2=min{al2dl3,al2dl3exp(al2-1dl3
M2)}.

证明  由系统(1)的第2个方程,有y(n+1)≥y(n)exp{a2(n)- 1
d3(n)y

(n)}.再由引理2,得

liminf
n→∞

y(n)≥ min{al2dl3,al2dl3exp(al2-1dl3
M2)}=

△m2.

引理5 假设(A1):c
u
2M1

dl1 >al3 > cu2M1

dl1+dl2m2
成立,则存在正常数 M3,对系统(1)的任一正解

(x(n),y(n),z(n))有
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 limsup
n→∞

z(n)≤M3. (6)

证明  选择常数K >0及充分小的正数ε∈ (0,m2),使得

 au1- cl1K
du
1+du2(M2+ε)<0

,-al3+ cu2(M1+ε)
dl1+dl2(m2-ε)<0

,-al3+ cu2ε
dl
1+dl2(m2-ε)<0.

(7)

先证明liminf
n→∞

z(n)≤K.假设该式不成立,则存在正整数k2,使得当n>k2 时,z(n)>K.对上述

ε,由式(4)和(5)知,存在正整数k3>k2,当n>k3 时,有m2-ε<y(n)<M2+ε.从而由系统(1)的

第1个方程知,当n>k3 时,有x(n+1)≤x(n)exp{au1- cl1K
du
1+du2(M2+ε)

}.由式(7)知,lim
n→∞

x(n)=

0,故存在正整数k4 >k3,当n>k4 时,有x(n)<ε.于是由系统(1)的第3个方程,得z(n+1)≤

z(n)exp{-al3+ cu2ε
dl
1+dl2(m2-ε)

}.再由式(7)知,lim
n→∞

z(n)=0,这与z(n)>K 矛盾,故liminf
n→∞

z(n)≤

K 成立.
对上述K >0,可选取正常数M3 >K+1,使得

 1

-al3+cu2M1

dl1

ln M3

K+1>
2. (8)

假设式(6)不成立,则存在系统(1)的一个正解(x*(n),y*(n),z*(n)),使得

 limsup
n→∞

z*(n)>M3. (9)

由式(8)知,可选取充分小的正数ε1∈(0,ε),使得 1

-al3+cu2(M1+ε1)
dl1

ln M3

K+1>
2.由式(3)和(5)知,

存在正整数k5,当n>k5 时,有

 x*(n)<M1+ε1,y*(n)>m2-ε1. (10)

由liminf
n→∞

(z)≤K 知,存在正整数췍n1 >k5,使得z*(췍n1)<K+1.由式(9)知,存在正整数췍n2>췍n1,使

得z*(췍n2)>M3.记n1=max{n|췍n1≤n≤췍n2,z*(n)≤K+1},则z*(n1)≤K+1,且当n∈ (n1,
췍n2]时z*(n)>K+1.记n2=min{n|n1 ≤n≤췍n2,z*(n)≥M3},则z*(n2)≥M3,且当n∈ (n1,

n2)时z*(n)<M3.于是有

 z*(n1)≤K+1,z*(n2)≥M3, (11)

 K+1<z*(n)<M3,n∈ (n1,n2). (12)

由式(1)和(10),当n>k5 时,z*(n+1)≤z*(n)exp{-al3+cu2(M1+ε1)
dl1

}.再由式(11)可知n2-n1 ≥

1

-al3+cu2(M1+ε1)
dl1

ln M3

K+1>
2,所以(n1,n2)非空.于是由式(7)、(10)及(12)有

 z*(n2)=z*(n2-1)exp{-a3(n2-1)+ c2(n2-1)x*(n2-1)
d1(n2-1)+d2(n2-1)y*(n2-1)

}≤

  z*(n2-1)exp{-al3+ cu2(M1+ε1)
dl1+dl2(m2-ε1)

}<z*(n2-1)<M3,

这与式(11)矛盾,故式(6)成立.

引理6 假设(A2):al1-cu1
dl1 >

0, cl2β
du
1+du2M2

>au3,其中β=al1
bu1
exp(al1-bu1M1)成立,则存在正常

数m3,对系统(1)的任一正解(x(n),y(n),z(n))有

 liminf
n→∞

z(n)>m3. (13)
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证明  由条件(A2),可选取充分小的正数ε,使得

 al1-cu1ε
dl
1
>0,-au3+ cl2(β-ε)

du1+du2(M2+ε)>0.
(14)

先证明存在常数η0使得limsup
n→∞

z(n)≥η0.假设该式不成立,则存在正整数k6,当n>k6时,z(n)<ε.

从而由系统(1)的第1个方程得x(n+1)≥x(n)exp{al1-cu1ε
dl
1
-bu1x(n)}.再由引理2有liminf

n→∞
x(n)≥

al1-cu1ε
dl
1

bu1
,
al1-cu1ε

dl
1

bu1
exp(al1-cu1ε

dl
1
-bu1M1{ }).令ε→0,注意到al1-bu1M1 <0,于是得

 liminf
n→∞

x(n)≥ minal1
bu1
,a
l
1

bu1
exp(al1-bu1M1{ })=al1

bu1
exp(al1-bu1M1)=

△
β. (15)

由式(4)和(15)知,存在正整数k7 >k6,当n>k7 时,y(n)<M2+ε,x(n)>β-ε.从而由系统(1)

的第3个方程,当n>k7 时,z(n+1)≥z(n)exp-au3+ cl2(β-ε)
du1+du2(M2+ε{ }) .由式(14)得lim

n→∞
z(n)=

+∞,矛盾,故limsup
n→∞

z(n)≥η0 成立.

取K0 >1,使1K0
<η0 及lnK0

au3 >2.假设式(13)不成立,则对任意正整数k>K0,存在系统(1)的

一个正解(췍x(n),췍y(n),췍z(n)),使得liminf
n→∞

췍z(n)<1k2.
注意到η0>

1
k
,再由limsup

n→∞
z(n)≥η0知,存在正

整数序列n(k)
1 <m(k)

1 <n(k)
2 <m(k)

2 < … <n(k)
j <m(k)

j < … 使得lim
j→+∞

n(k)
j =+∞,及

 췍z(n(k)
j )≥ 1k

,췍z(m(k)
j )≤ 1k2

, (16)

 1k2 <
췍z(n)< 1k

,n∈ (n(k)
j ,m(k)

j ). (17)

由系统(1)的第3个方程,得췍z(n+1)>췍z(n)exp{-au3}.从而k>K0 时,得

 췍z(m(k)
j )>췍z(n(k)

j )exp{-(m(k)
j -n(k)

j )au3}. (18)

由式(16)和(18)知,当k>K0 时,m(k)
j -n(k)

j >lnkau
3
>lnK0

au3 >2,故(n(k)
j ,m(k)

j )非空.由系统(1)的第

1个方程及式(17)知,当n∈ (n(k)
j ,m(k)

j )时,췍x(n+1)≥췍x(n)exp{al1-cu1
dl1k-bu1췍x(n)}.再由引理2有

 liminf
n→∞

췍x(n)≥
al1-cu1

dl1k
bu1

,
al1-cu1

dl1k
bu1

exp(al1-cu1
dl1k-bu1M1{ }).

令k→+∞,得liminf
n→∞

췍x(n)≥β.由该式和式(4)知,存在正整数N0,当n>N0 时,췍x(n)>β-ε,췍y(n)<

M2+ε.由lim
j→+∞

m(k)
j =+∞ 知,存在正整数J,当j>J时,m(k)

j >N0+1.从而当j>J时,

 췍x(m(k)
j -1)>β-ε,췍y(m(k)

j -1)<M2+ε. (19)

由系统(1)的第3个方程及式(14)、(16)、(17)、(19),当j>J时,得

 1k2 ≥
췍z(m(k)

j )≥췍z(m(k)
j -1)exp-au3+ cl2(β-ε)

du1+du2(M2+ε{ }) >췍z(m
(k)
j -1)> 1k2.

矛盾,故式(13)成立.
引理7 存在正常数m1,对系统(1)的任一正解(x(n),y(n),z(n))有

 liminf
n→∞

x(n)>m1. (20)

证明  选取充分小的正常数η和ε∈ (0,m2),使得
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 -al3+ cu2·2η
dl
1+dl2(m2-ε)<0.

(21)

先证明limsup
n→∞

x(n)≥η.假设该式不成立,则存在正整数n0,当n>n0时,x(n)<2η.由式(5)知,

存在正整数n1 >n0,当n>n1 时,y(n)>m2-ε.从而由系统(1)的第3个方程,得

 z(n+1)≤z(n)exp-al3+ cu2·2η
dl
1+dl2(m2-ε{ }) .

由式(21)知,lim
n→∞

z(n)=0.矛盾,故limsup
n→∞

x(n)≥η成立.

取M0>1,使1M0
<η,al1-

bu1
M0

-cu1M3

dl1 >0和 lnM0

-al1+bu1M1+cu1
dl1

M3

>2.选取充分小的正常数ε1,

使得

 al1-bu1
M0

-cu1(M3+ε1)
dl1 >0, lnM0

-al1+bu1(M1+ε1)+cu1
dl1
(M3+ε1)

>2. (22)

假设式(20)不成立,则对任意正整数l> M0,存在系统(1)的一个正解(췍x(n),췍y(n),췍z(n)),使得

liminf
n→∞

췍x(n)<1l2.
再由limsup

n→∞
x(n)≥η知,存在正整数序列s(l)1 <t(l)1 <s(l)2 <t(l)2 <…<s(l)j <t(l)j <…

使得lim
j→+∞

s(l)j =+∞,及

 췍x(s(l)j )≥ 1l
,췍x(t(l)j )≤ 1l2

, (23)

 1l2 <
췍x(n)< 1l

,n∈ (s(l)j ,t(l)j ). (24)

由式(3)和(6)知,存在正整数n2,当n>n2 时,췍x(n)<M1+ε1,췍z(n)<M3+ε1.由系统(1)的第1个

方程知,当n>n2 时,有췍x(n+1)≥췍x(n)exp{al1-bu1(M1+ε1)-cu1
dl1
(M3+ε1)}.由lim

j→+∞
t(l)j =+∞ 知,

存在正整数T,当j>T 时,t(l)j >n2+1.由系统(1)的第1个方程和式(23)知,当j>T 时,有

 1l2 ≥
췍x(t(l)j )≥췍x(s(l)j )exp{[al1-bu1(M1+ε1)-cu1

dl1
(M3+ε1)](t(l)j -s(l)j )}>

  1lexp
{[al1-bu1(M1+ε1)-cu1

dl1
(M3+ε1)](t(l)j -s(l)j )},

故

 [-al1+bu1(M1+ε1)+cu1
dl1
(M3+ε1)](t(l)j -s(l)j )>lnl. (25)

注意到al1-bu1M1 <0,则-al1+bu1(M1+ε1)+cu1
dl1
(M3+ε1)>0.于是由式(25)得

 t(l)j -s(l)j ≥ lnl

-al1+bu1(M1+ε1)+cu1
dl1
(M3+ε1)

> lnM0

-al1+bu1(M1+ε1)+cu1
dl1
(M3+ε1)

>2,

故(s(l)j ,t(l)j )非空.由系统(1)的第1个方程、式(22)—(24)知,当j>T 时,有

 1l2 ≥
췍x(t(l)j )≥췍x(t(l)j -1)expal1-bu1

M0
-cu1
dl1
(M3+ε1{ })>췍x(t(l)j -1)> 1l2.

矛盾,故式(20)成立.
由引理3至引理7可得如下定理:

定理1 假设条件(A1)和(A2)成立,则系统(1)是持久的.
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