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摘要:基于一般力学系统的对称性与守恒量理论,研究了相空间中奇异系统 Mei对称性的摄动与绝热不变量

问题.首先,给出了约束 Hamilton系统的正则方程、系统 Mei对称性确定方程、限制方程、附加限制方程以及

结构方程和精确不变量的存在形式,在此基础上研究了系统正则方程受微扰后,系统无限小生成元的变化,得
到了系统 Mei对称性摄动确定方程以及导致的 Mei绝热不变量的形式和条件;其次,讨论了系统 Mei对称性

摄动与Noether对称性摄动、Lie对称性摄动之间的关系,并寻求了其他形式的高阶绝热不变量;最后,通过实

例验证了本文结果的正确性.
关键词:约束 Hamilton系统;正则方程;Mei对称性;摄动;Mei绝热不变量

中图分类号:O316;O322;O175     文献标识码:A

PerturbationandadiabaticinvariantsofMeisymmetryfor
constrainedHamiltonsystem

ZHENGMingliang
(SchoolofScience,ZhejiangSci-TechUniversity,Hangzhou310018,China)

Abstract:Basedonthetheoryofsymmetryandconservationingeneralmechanicalsystems,theperturbation
andadiabaticinvariantsofMeisymmetryofsingularsysteminphasespacearestudied.Firstly,wegivethe
canonicalequationsoftheconstrainedHamiltonsystem,thedeterminingequationsofMeisymmetry,the
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0 引言

在Legendre变换下,奇异Legendre系统过渡到相空间用Hamilton正则变量描述时,其正则变量之间

存在固有内在约束,称为约束Hamilton系统[1].在数学物理和工程技术中,许多重要的动力学问题都符合

约束Hamilton系统模型,例如:非树形多体机器人系统动力学模型、电力工程中柔性交流输电系统的非
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线性控制方程、现代物理学中光的横移现象、量子电动力学行为和超弦理论等.在分析力学中,有关约束

Hamilton系统对称性理论和守恒量的研究受到越来越多的重视,并取得了一些进展,例如:Dirac[2-3]和

Li[4-7]最早研究了奇异系统 Hamilton正则方程的 Noether对称性与守恒量及其相关物理应用;梅凤

翔[8]和张毅等[9]分别在位形空间和相空间研究了奇异系统Lie对称性与守恒量;罗绍凯[10]研究了奇异

系统Hamilton正则方程的 Mei对称性与守恒量,并说明了 Mei对称性与Noether对称性、Lie对称性

之间的关系;李爱民等[11]研究了外在约束下约束Hamilton的正则对称性理论,并与非奇异系统做了对

比;傅景礼等[12]用梯度理论研究了约束Hamilton系统的稳定性.
由于任何力学系统的某些参数在各种实际环境影响下都常会发生变化,因此可将参数缓慢变化视

为一个微小扰动(也称为摄动).外界微扰会使系统原有的对称性和精确不变量发生变化,而对称性和不

变量又与系统的可积性以及某些动力学特性之间有着密切关系[13],因此有必要对对称性的摄动与绝热

不变量进行研究.目前,力学系统的对称性摄动与绝热不变量的研究主要集中在非奇异力学系统[14-20]、

Noether对称性摄动[21]和Lie对称性摄动[22]导致的绝热不变量存在条件和形式以及相关逆问题等方

面,而对 Mei对称性研究得较少,在相关文献中也未见到用 Mei对称性摄动来研究约束 Hamilton系统

的新型绝热不变量.由于在某些情况下,力学系统的 Mei对称性对系统的守恒量和积分曲线求解将会

带来很大方便;因此,本文基于一般动力学对称性与不变量理论,研究仅含第二类约束的约束 Hamilton
系统 Mei对称性的摄动和绝热不变量问题,并通过实例验证本文结果的正确性.

1 约束Hamilton系统运动方程

假设力学系统的位形由n个广义坐标qs(s=1,…,n)来确定,系统的Lagrange函数为L(t,p,q),广

义动量为ps=∂L∂̇qs
(s=1,…,n),L的Hess矩阵 ∂2L

∂̇qs∂̇q
é

ë
êê

ù

û
úú

k
的秩为r<n.利用Legendre变换H=pi̇qi-

L(t,q,̇q),将Lagrange系统描述过渡到Hamilton系统描述时,在相空间中正则变量之间存在约束:

 Φj(t,p,q)=0,j=1,…,n-r. (1)

对于非独立的qs 和ps 可恰当选取λj,则约束Hamilton系统的正则方程为[1]:

 
q̇s=∂H∂ps

+λj
∂Φj

∂ps
=gs(t,p,q),

ṗs=-∂H∂qs
-λj
∂Φj

∂qs
+Qs=hs(t,p,q)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(2)

其中s=1,2,…,n,Qs=Qs(t,q,p)=췍Qs(t,q,̇q(q,p))为非势广义力,λj 为约束乘子.
现考虑约束式(1)仅为第二类约束,即det Φi,Φ{ }j Φ=0≠0(i≠j;i,j=1,…,n-r),那么所有

约束乘子λj 可由约束的自洽稳定条件完全确定[23],λj=λj(t,p,q).
这里需要注意的是,在约束Hamilton方程的导出过程中,由于正则变量之间存在的约束式(1)必

须适合相容性条件,以使Lagrange描述与Hamilton描述的结果相同,所以在推导式(2)时,有如下附加

限制方程[7]:

 ∂Φj

∂qs
δqs+∂Φj

∂ps
δps=0. (3)

2 约束Hamilton系统 Mei对称性与守恒量

按照对称性理论,首先需要引入时间、广义坐标和广义动量的单参连续群无限小变换:

 t* =t+εξ0(t,qs,ps),q*
s =qs+εξs(t,qs,ps),p*

s =ps+εηs(t,qs,ps), (4)

其中ε为无限小参数,ξ0,ξs,ηs 为无限小变换生成元.取无限小生成元向量和其一次扩展为:
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X(0)=ξ0

∂
∂t+ξs

∂
∂qs

+ηs
∂
∂ps
,

X(1)=X(0)+ (̇ξs-̇qṡξ0)
∂
∂̇qs

+ (̇ηs-ṗṡξ0)
∂
∂̇ps

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(5)

定义1 如果约束Hamilton系统的正则函数H、约束方程Φj=0和非保守力Qs 在无限小变换(4)

下使得系统微分运动方程(2)和代数限制方程(1)的形式保持不变,则称这种不变性为约束 Hamilton
系统正则方程的第一类 Mei对称性(形式不变性).

根据 Mei对称性理论[24],约束Hamilton系统的强 Mei对称性的判据方程可表示为:

 

∂
∂ps
(X(0)(H))+λj

∂
∂ps
(X(0)(Φj))=0,

∂
∂qs
(X(0)(H))+λj

∂
∂qs
(X(0)(Φj))-X(0)(Qs)=0,

X(0)(Φj(t,q,p))Φj(t,q,p)=0=0,

∂Φj

∂qs
(ξs-̇qsξ0)+∂Φj

∂ps
(ηs-ṗsξ0)=0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï .

(6)

命题1 如果无限小群变换(4)的生成元ξ0,ξs,ηs 是约束Hamilton系统(1)—(3)的强 Mei对称

性,即无限小生成元满足判据方程(6),且存在规范函数GM =GM(t,q,p)满足如下结构方程:

 pṡξs-∂H∂tξ0-∂H∂qs
ξs-Ḣξ0+Qs(ξs-̇qsξ0)=-̇GM, (7)

则系统的 Mei对称性导致的 Mei精确不变量[24]:

 I=psξs-Hξ0+GM =const. (8)

3 约束Hamilton系统 Mei对称性摄动与 Mei绝热不变量

首先就一般约束力学系统引入拓广意义下的绝热不变量概念.
定义2 假设约束力学系统受到小干扰力νWs 的作用,ν为一远小于1的参数,如果In(t,q,p,ν)是

力学系统中一个含有ν的最高次幂为n的物理量,且它对时间t的一阶导数正比于νn+1,则称In(t,q,p,

ν)是该力学系统的一个n阶绝热不变量.
在外扰动νWs(t,p,q)的作用下,约束Hamilton系统原有微分运动方程以及对称性与不变量均会

发生相应的改变,则运动正轨满足的新Hamilton正则方程为:

 
q̇s=∂H∂ps

+λj
∂Φj

∂ps
,

ṗs=-∂H∂qs
-λj
∂Φj

∂qs
+Qs+νWs

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(9)

假设新的 Mei对称无限小生成函数是在未扰时 Mei对称变换生成函数基础上的摄动,则:

 

췍ξ0(t,p,q,ν)=ξ0+νξ1
0+ν2ξ20+ν3ξ30+…,

췍ξs(t,p,q,ν)=ξs+νξ1
s +ν2ξ2s +ν3ξ3s +…,

췍ηs(t,p,q,ν)=ηs+νη1
s +ν2η2s +ν3η3s +….

(10)

受扰后的无限小生成元向量变为:

 

췍X(0)=췍ξ0
∂
∂t+췍ξs

∂
∂qs

+췍ηs
∂
∂ps

=X(0)+νX(0)
1 +ν2X(0)

2 +…,

X(0)
m =ξm

0
∂
∂t+ξm

s
∂
∂qs

+ηm
s
∂
∂ps

.
(11)

根据相空间中约束力学系统的Mei对称性理论,若新无限小生成元ξ0,ξm
0,ξs,ξm

s,ηs,ηm
s 满足如下判据方程:
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∂
∂ps
(췍X(0)(H))+λj

∂
∂ps
(췍X(0)(Φj))=0,

∂
∂qs
(췍X(0)(H))+λj

∂
∂qs
(췍X(0)(Φj))-췍X(0)(Qs)-ν췍X(0)(Ws)=0,

췍X(0)(Φj(t,q,p))Φj(t,q,p)=0=0,

∂Φj

∂qs
(췍ξs-̇qs췍ξ0)+

∂Φj

∂ps
(췍ηs-ṗs췍ξ0)=0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï ,

(12)

则相应对称性为受扰动后的相空间中约束Hamilton系统(1)、(3)和(9)的强Mei对称性.将式(10)和
(11)代入式(12),并结合未扰动判据方程(6)比较等号两边νm 的系数,得

 

∂
∂ps
(X(0)

m (H))+λj
∂
∂ps
(X(0)

m (Φj))=0,

∂
∂qs
(X(0)

m (H))+λj
∂
∂qs
(X(0)

m (Φj))-X(0)
m (Qs)-X(0)

m-1(Ws)=0,

X(0)
m (Φj(t,q,p))Φj(t,q,p)=0=0,

∂Φj

∂qs
(ξm

s -̇qsξm
0)+∂Φj

∂ps
(ηm

s -ṗsξm
0)=0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï .

(13)

式(13)即为相空间中约束Hamilton系统(1)、(3)和(2)的强Mei对称性摄动确定方程,由此易知规范

函数G 也发生了小摄动,即:

 췍GM =GM +νG1
M +ν2G2

M +ν3G3
M +…. (14)

命题2 对于受到小干扰力νWs作用的相空间中约束Hamilton系统(1)、(3)和(9),系统如果存在

无限小生成元函数ξ0,ξm
0,ξs,ξm

s,ηs,ηm
s 满足强 Mei对称性摄动确定方程(13),且存在新规范函数Gk(t,

p,q)满足如下结构方程:

 

X(0)
m (ps)

췍d
dt
(ξs)+X(0)

m-1Wk
∂ξs

dpk
+
췍d
dt
[X(0)

m (ps)]ξs+Wk
∂
dpk
[X(0)

m (ps)]ξs-

  X(0)
0 [X(0)

m (H)]-X(0)
m (H)

췍d
dt
(ξ0)-X(0)

m-1(H)Wk
∂ξ0
∂pk

+X(0)
m (Qs)(ξs-̇qsξ0)+

  X(0)
m-1(Ws)(ξs-̇qsξ0)+

췍d
dt
(Gm

M)+Wk
∂Gm-1

M

∂pk
=0,

췍d
dt=∂∂t+gs

∂
∂qs

+hs
∂
∂ps

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï ,

(15)

其中m=0时,约定ξ-1
0 =ξ-1

s =η-1=G-1=0,则系统的强Mei对称性摄动导致的n阶Mei绝热不变量:

 In =νm[X(0)
m (ps)ξs-X(0)

m Hξ0+Gm
M],m=0,1,2,…,n. (16)

证明  将In 对时间t求导数,有:

 
췍dIn

dt=νm X(0)
m (ps)

췍dξs

dt+
췍d[X(0)

m (ps)]
dt ξs-X(0)

m (H)
췍dξ0
dt-

췍d[X(0)
m (H)]
dt ξ0+

췍dGm
M

d{ }t .

因为
췍d
dt=

췍d
dt+νWk

∂
∂pk
,利用摄动确定方程(13)和结构方程(15)得:

췍dIn

dt=νm X(0)
m (ps)(

췍d
dt+νWk

∂
∂pk
)ξs+(

췍d
dt+νWk

∂
∂pk
)[X(0)

m (ps)]ξs-X(0)
m (H)(

췍d
dt+νWk

∂
∂pk
)ξ0{ -

  [∂X
(0)
m (H)
∂t +gk

∂X(0)
m (H)
∂qk

+(hk+νWk)∂X
(0)
m (H)
∂pk

]ξ0+
췍dGm

M

dt +νWk
∂Gm

M

∂p }
k

=

  νm X(0)
m (ps)(

췍d
dt+νWk

∂
∂pk
)ξs+(

췍d
dt+νWk

∂
∂pk
)[X(0)

m (ps)]ξs-X(0)
m (H)(

췍d
dt+νWk

∂
∂pk
)ξ0{ -

  [∂X
(0)
m (H)
∂t ξ0+∂X

(0)
m (H)
∂qk

ξk
s +∂X

(0)
m (H)
∂pk

ηk
s]+∂X

(0)
m (H)
∂qk

(ξk
s -gkξ0)+
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  ∂X
(0)
m (H)
∂pk

[ηk
s -(hk+νWk)ξ0]+

췍dGm
M

dt +νWk
∂Gm

M

∂p }
k

=

  νm νX(0)
m (ps)Wk

∂ξs

∂pk
-X(0)

m-1(ps)Wk
∂ξs

∂pk
+νWk

∂
∂pk
[X(0)

m (ps)]ξs-Wk
∂
∂pk
[X(0)

m-1(ps)]ξs{ -

  νX(0)
m (H)Wk

∂ξ0
∂pk

+X(0)
m-1(H)Wk

∂ξ0
∂pk

+νWk
∂Gm

M

∂pk
-Wk

∂Gm-1
M

∂p }
k

=

  νm+1 X(0)
m (ps)Wk

∂ξs

∂pk
+Wk

∂
∂pk
[X(0)

m (ps)]ξs-X(0)
m (H)Wk

∂ξ0
∂pk

+X(0)
m-1(H)Wk

∂ξ0
∂pk

+Wk
∂Gm

M

∂p{ }
k

.

上式表明
췍dIn

dt
正比于νn+1,由此可知In 是约束Hamilton系统的一个n阶绝热不变量.从上面的证明还可

以看出,当Ws=0时,
췍dIn

dt=0,此时的In 是一个精确不变量,因而力学系统的精确不变量是一个特殊的

绝热不变量,反之不然.

4 Mei对称性摄动与Noether对称性摄动和Lie对称性摄动的关系

利用Noether对称性、Lie对称性和 Mei对称性之间的关系[10],本文给出如下命题:

命题3(Mei-Noether联合对称性摄动定理) 对于给定的约束Hamilton系统(1)—(3),如果新无

限小变换(10)的系列生成元ξ0,ξm
0,ξs,ξm

s,ηs,ηm
s 满足强Mei对称性摄动确定方程(13),而且存在另一新

的系列规范函数GN(t,p,q),G1
N(t,p,q),…,Gk

N(t,p,q)满足广义Noether等式:

 ps

췍dξm
s

dt -∂H∂tξm
0 -∂H∂qs

ξm
s -λj

∂Φj

∂ps
ηm

s -H
췍dξm

0

dt +Qs(ξm
s -̇qsξm

0)+

  Ws(ξm-1
s -̇qsξm-1

0 )+
췍dGm

N

dt +Wkps
∂ξm-1

s

∂pk
-WkH∂ξ

m-1
0

∂pk
+Wk

∂Gm-1
N

∂pk
=0, (17)

则约束Hamilton系统(1)—(3)的强Mei对称性摄动同时可导致Noether对称性摄动,反之,亦然;且系

统 Mei-Noether联合对称摄动存在如下Noether型n阶绝热不变量:

 In(t,p,q,ν)=νm[psξm
s -Hξm

s +Gm
N]. (18)

命题4(Mei-Lie联合对称性摄动定理) 对于给定的约束Hamilton系统(1)—(3),如果新无限小

变换(10)的系列生成元ξ0,ξm
0,ξs,ξm

s,ηs,ηm
s 满足强Mei对称性摄动确定方程(13),且有以下Lie对称性

摄动方程成立:

 

췍dξm
s

dt -gs

췍dξm
0

dt +Wk
∂ξm-1

s

∂pk
-gsWk

∂ξm-1
s

∂pk
=X(0)

m (gs),

췍dηm
s

dt -hs

췍dξm
0

dt -Ws

췍dξm-1
s

dt +Wk
∂ηm-1

s

∂pk
-hsWk

∂ξm-1
0

∂pk
-WsWk

∂ξm-2
0

∂pk
=X(0)

m (hs)+X(0)
m-1(Ws

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ),

(19)

则约束Hamilton系统(1)—(3)的强 Mei对称性摄动同时可导致Lie对称性摄动;反之,亦然.而且,如

果存在另一个规范函数μ(t,p,q)满足以下结构方程:

 ∂gs

∂qs
+∂
(hs+νWs)
∂ps

+
췍dlnμ
dt =0, (20)

则系统的 Mei-Lie对称性摄动可以导致n阶广义Hojman绝热不变量:

 In =νm[1
μ
∂(μξm

0)
∂t +1

μ
∂(μξm

s)
∂qs

+1
μ
∂(μηm

s)
∂ps

-
췍dξm

0

dt -Ws
∂ξm-1

0

∂ps
]. (21)

命题5(Mei-Noether-Lie统一对称性摄动定理) 对于给定的约束 Hamilton系统(1)—(3),如果

新无限小变换(10)的系列生成元ξ0,ξm
0,ξs,ξm

s,ηs,ηm
s 以及存在新的系列规范函数GN(t,p,q),G1

N(t,p,

q),…,Gk
N(t,p,q)满足以下的确定方程和限制方程:
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 [ps

췍dξm
s

dt -∂H∂tξm
0 -∂H∂qs

ξm
s -λj

∂Φj

∂ps
ηm

s -H
췍dξm

0

dt +Qs(ξm
s -̇qsξm

0)+Ws(ξm-1
s -̇qsξm-1

0 )+
췍dGm

N

dt +

  Wkps
∂ξm-1

s

∂pk
-WkH∂ξ

m-1
0

∂pk
+Wk

∂Gm-1
N

∂pk
]2+[

췍dξm
s

dt -gs

췍dξm
0

dt +Wk
∂ξm-1

s

∂pk
-gsWk

∂ξm-1
s

∂pk
-

  X(0)
m (gs)]2+[

췍dηm
s

dt -hs

췍dξm
0

dt -Ws

췍dξm-1
s

dt +Wk
∂ηm-1

s

∂pk
-hsWk

∂ξm-1
0

∂pk
-

  WsWk
∂ξm-2

0

∂pk
-X(0)

m (hs)-X(0)
m-1(Ws)]2+[∂∂ps

(X(0)
m (H))+λj

∂
∂ps
(X(0)

m (Φj))]2+

  [∂∂qs
(X(0)

m (H))+λj
∂
∂qs
(X(0)

m (Φj))-X(0)
m (Qs)-X(0)

m-1(Ws)]2=0, (22)

 
X(0)

m (Φj(t,q,p))Φj(t,q,p)=0=0,

∂Φj

∂qs
(ξm

s -̇qsξm
0)+∂Φj

∂ps
(ηm

s -ṗsξm
0)=0

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(23)

则相应对称性的改变称之为约束Hamilton系统(1)—(3)的强 Mei-Noether-Lie统一对称性摄动.
由以上易知,统一对称性摄动一定是Noether对称性摄动、Lie对称性摄动和 Mei对称性摄动,同

时统一对称性摄动在一定条件下可以同时导致Noether绝热不变量(18)、广义Hojman绝热不变量(21)

和 Mei绝热不变量(16).

5 算例

例1 设某力学系统的Lagrange函数和非势广义力分别为:L=12q̇
2
1+̇q1q2+12

(q1-q2)2,Q1=-

q̇2,Q2 =̇q1,试研究系统 Mei对称性的精确不变量与绝热不变量.

系统的广义动量和哈密顿函数为p1=̇q1+q2,p2=0,H=12p
2
1-p1q2-12q

2
1+q1q2.系统Lagrange

函数的Hess矩阵的秩r=1,由此知系统正则变量之间存在一个约束Φ(t,p,q)=p2=0.由约束的相容

性条件容易得λ=13
(2q1-q2-p1).由方程(2)得系统的运动正则方程为:

 

q̇1=p1-q2,

q̇2=13
(2q1-q2-p1),

ṗ1=q1-q2-13
(2q1-q2-p1),

ṗ2=2p1-q1-q2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï .

由方程(6)得强 Mei对称性确定方程为:

 

q1∂
(ξ2-ξ1)
∂p1 +q2∂

(ξ1-η1)
∂p1 +p1∂

(η1-ξ2)
∂p1 +(η1-ξ2)+λ∂η2∂p1=0,

q1∂
(ξ2-ξ1)
∂p2 +q2∂

(ξ1-η1)
∂p2 +p1∂

(η1-ξ2)
∂p2 +λ∂η2∂p2=0,

q1∂
(ξ2-ξ1)
∂q1 +ξ2-ξ1+q2∂

(ξ1-η1)
∂q1 +p1∂

(η1-ξ2)
∂q1 +λ∂η2

q1 -13
(2ξ1-ξ2-η1)=0,

q1∂
(ξ2-ξ1)
∂q2 +q2∂

(ξ1-η1)
∂q2 +ξ1-η1+p1∂

(η1-ξ2)
∂q2 +λ∂η2

q2 -(η1-ξ2)=0,

η2=0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï .

(24)

式(24)有一组解,为ξ0=η2=0,ξ1=ξ2=η1=1.由结构方程(7)给出与生成元对应的规范函数为GM=-
2q1+q2.由命题1知,系统有精确不变量:I=p1+p2-2q1+q2=const.
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为简便起见,本文只研究系统 Mei对称性的摄动与一阶绝热不变量.假设系统受到的小扰动为

νW1=ν̇q1,νW2=ν̇q2,则 Mei对称性摄动确定方程(13)有解,为

 ξ0=0,ξ1=ξ2=η1=1,η2=0,ξ10=-1,ξ11=ξ12=η11=η12=0. (25)

由系统的结构方程(15)给出:

 GM =-2q1+q2,G1
M =-q1-q2. (26)

由命题2,将式(25)和(26)代入式(16),可得到一阶绝热不变量:

 I1=I+ν[12p
2
1-p1q2-12q

2
1+q1q2-q1-q2]=

  p1+p2-2q1+q2+ν[12p
2
1-p1q2-12q

2
1+q1q2-q1-q2]. (27)

进一步,若按式(13)求出高阶的摄动生成元ξm
0,ξm

s,ηm
s(m>1)以及对应式(15)中的摄动规范函数Gm

M,

则可求得系统的更高阶绝热不变量.由于篇幅限制,本文在此故省略.
易验证,例1中的无限小生成元与规范函数以及其一阶摄动生成元与一阶摄动规范函数既是 Mei

对称性摄动和Lie对称性摄动,也是Noether对称性摄动;例1求得的一阶绝热不变量既是系统的 Mei
绝热不变量,也是Noether绝热不变量.

6 结语

本文提出了由约束 Hamilton系统 Mei对称性摄动导致的一类新型 Mei绝热不变量,并建立了绝

热不变量与对称变换之间的对应关系;同时,本文还研究了约束 Hamilton系统 Mei、Lie和Noether对

称性摄动之间的关系,发现这3种对称性摄动之间既可以相互独立,也可以两两相“交”或三三相“交”.
值得注意的是,本文在推导 Mei绝热不变量过程中,充分考虑了 Mei对称性结构方程中所有无限小群

变换生成元发生的摄动,并利用了
췍d
dt

显含无限小参数ν,因此本文结论更具一般性.本文在研究中仅考

虑了约束的第二类约束情况,对于非第二类约束(含外在非完整约束)的约束 Hamilton系统的绝热不

变量研究,完全可按照本文的方法进行研究.
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图7 新生成的膜片弹簧模型

4 结束语

本文设计了一个膜片弹簧建模系统,实验结

果表明该系统可创建符合参数选取原则的膜片弹

簧模型,设计人员可重复使用,因此提高了膜片弹

簧建模系统的使用效率.在本文研究中,膜片弹簧

分离指根部窗口形状只选取了圆形,并未选取其

他形状进行研究,因此在以后的研究中将选取其

他形状进行设计,以完善本文方法.
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