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拟拟正交矩阵的若干性质

高小明
(闽南理工学院 信息管理学院,福建 泉州362700)

摘要:基于正交矩阵概念,给出了K 拟正交矩阵的概念,通过讨论拟正交矩阵的基本性质,研究了拟正交矩

阵的行列式、逆矩阵、伴随矩阵、转置矩阵及其他矩阵的相关性质,并得到了拟正交矩阵的一些等价条件.
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Abstract:Basedontheconceptoforthogonalmatrix,theconceptofk-generalizedorthogonalmatrixhisisde-
fined,andthroughthediscussionofthebasicpropertiesofgeneralizedorthogonalmatrix,somerelevantprop-
ertiesofitsdeterminant,inversematrix,adjointmatrix,transposematrix,andothermatricesareanalyzed,

andsomeequivalentconditionsareobtained.
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  正交矩阵是一种特殊的矩阵,在优化理论、计算数学、信号分析等领域中具有很重要的地位,因此很多

学者对正交矩阵进行了研究,并取得了很多的成果,例如:文献[1]研究了正交矩阵的性质;文献[2]推广了

正交矩阵的概念,给出了行正交矩阵的概念;文献[3-6]分别给出了亚正交矩阵、强亚正交矩阵、次强亚正交

矩阵以及准次强亚正交矩阵的概念,并得到了一些相关结果;文献[7]给出了次正交矩阵的概念,讨论了它

的一些性质;文献[8-11]分别给出J 次正交矩阵、K 次正交矩阵、K 拟次正交矩阵及亚次正交矩阵的概

念,并研究了它们的性质.基于上述研究,本文在正交矩阵概念的基础上,给出了拟正交矩阵的概念,得到

了拟正交矩阵的逆矩阵、伴随矩阵、转置矩阵、拟正交矩阵的乘积仍是拟正交矩阵等相关性质.

1 预备知识

本文用Rm×n 表示m×n实矩阵集,I为单位矩阵,Jn=J表示次对角线元素全为1,其余元素全为0
的n阶方阵,A-1、AT 与 A 分别表示矩阵A 的逆矩阵、转置矩阵与行列式,易知JT=J,J2=I.

定义1 设 Aij 是n 阶矩阵A =
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中 元 素aij 的 代 数 余 子 式,矩 阵 A* =
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称为A 的伴随矩阵.

引理1 设A∈Rn×m,B∈Rm×n,则tr(AB)=tr(BA).

2 主要结果及其证明

定义2 设A∈Rn×n,若∃0<k∈R,使ATA=AAT=kI,称A为k 拟正交矩阵,简称拟正交矩阵.
由定义2可知,拟正交矩阵有以下等价定义:

1)A∈Rn×n,若 ∃0<k∈R,使ATA=kI,称A为k 拟正交矩阵.

2)A∈Rn×n,若 ∃0<k∈R,使AAT=kI,称A为k 拟正交矩阵.

3)A∈Rn×n,若 ∃0<k∈R,使A-1=1kAT,称A为k 拟正交矩阵.

定义3 设A∈Rn×n,若 ∃0<k∈R,使A2=kI,称A为k 拟对合矩阵,简称拟对合矩阵.
性质1 设A为n 阶k 拟正交矩阵,则:

1) A =±k
n
2;

2)A-1、AT、A*、cA、AJ、JA 也是拟正交矩阵;

3)若B是n 阶拟正交矩阵,则AB、BA、A-1BA、B-1AB 也是拟正交矩阵.
证明  因为ATA=AAT=kI,则:

1) ATA = AT A = A 2= kI =kn,即 A =±k
n
2.

2)A-( )1 TA-1 = A( )T -1A-1 = AA( )T -1 = k( )I -1 = 1kI
, A( )* TA* = A A-( )1 T A A-1 =

A 2 AA( )T -1=kn k( )I -1=kn-1I,(AJ)TAJ=JT(ATA)J=J(kI)J=kJ2=kI,即A-1、A*、AJ 是拟

正交矩阵,同理可证AT、cA、JA 也是拟正交矩阵.

3)∃0<m∈R,使BTB=BBT=mI,则(A-1BA)TA-1BA=ATBT(A-1)TA-1BA=ATBT(AAT)-1·

BA=ATBT(kI)-1BA=1kAT(BTB)A=1kAT(mI)A=m
kATA=mI,即A-1BA 是拟正交矩阵,同理可证

AB、BA、B-1AB 也是拟正交矩阵.
性质2 设A为n 阶k 拟正交矩阵,则tr(ABAT)=tr(ATBA)=ktr(B).
证明 由引理1可得tr(ABAT)=tr(ATAB)=tr(kIB)=ktr(B),tr(ATBA)=tr(AATB)=

tr(kIB)=ktr(B).
性质3 设A为n 阶k 拟正交矩阵,那么:

1)若λ是A 的特征值,则λ≠0;

2)若λ是A 的特征值,kλ-1 是AT 的特征值;

3)λ1,λ2,λ3,…,λm 是A 的所有特征值,则λ1·λ2·λ3·…·λm =±k
n
2.

证明  A为n 阶k 拟正交矩阵,则 ∃0<k∈R,使ATA=AAT=kI.

1)λ是A 的特征值,则 ∃0≠x∈Rn×1,有Ax=λx.若λ=0,则Ax=0,又 A ≠0,得x=0,矛

盾,所以λ≠0.
2)Ax=λx,两端同时左乘AT,得ATAx=λATx.又ATAx=kx,从而λATx=kx,即ATx=kλ-1x,

故kλ-1 是AT 的特征值.

3)λ1·λ2·λ3·…·λm = A =±k
n
2.
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性质4 设A、B都是n 阶k 拟正交矩阵,则:

1)若 A + B =0,则 A+B =0.

2)若 A - B =0,且n为奇数,则 A-B =0.

3)若n为奇数,则 (A+B)(A-B)=0.
证明  A、B都是n 阶k 拟正交矩阵,由性质1中的1)知 A 2= B 2=kn.

1)由 B =- A ,知 A+B = k-1(ABTB+AATB)= k-1A(BT+AT)B =k-n A B ·

A+B =-k-n A 2 A+B =- A+B ,即 A+B =0.

2)由 A = B 且n为奇数,知 A-B = k-1A(BT-AT)B =k-n A B B-A =(-1)nk-n·

A 2 A-B =- A-B ,即 A-B =0.

3)根据1)和2)的证明过程可知, (A+B)(A-B)= A+B A-B =(-1)nk-2n A 2 B 2·

A+B A-B ,又n为奇数,则 (A+B)(A-B)= - (A+B)(A-B),得 (A+B)(A-B)=0.
性质5 设A、B∈Rn×n,则:

1)ATA=kBTB(k>0)⇔ 存在n阶拟正交矩阵Q,使A=QB;

2)AAT=kBBT(k>0)⇔ 存在n阶拟正交矩阵Q,使A=BQT.
证明  因1)和2)的证明类似,故这里仅证明1).
充分性的证明.由Q为n阶拟正交矩阵,知 ∃0<k∈R,使QTQ=QQT=kI,又A=QB,得ATA=

(QB)TQB=BTQTQB=kBTB.
必要性的证明.ATA=kBTB,则 A=k(AT)-1BTB.令 Q=k(AT)-1BT,有 A=QB,而 QTQ=

k(AT)-1B[ ]T Tk(AT)-1BT=k2BA-1(AT)-1BT=k2B(ATA)-1BT=k2B(kBTB)-1BT=k2B1kB-1(BT)-1·

BT=kI,即Q为n 阶拟正交矩阵.
性质6 若A∈Rn×n 满足以下条件中的任意2个,则必满足第3个:

1)A为拟正交矩阵;

2)A为对称矩阵;

3)A为拟对合矩阵.
证明  1)、2)⇒3):ATA=kI(k>0),AT=A,于是A2=kI;

2)、3)⇒1):AT=A,A2=kI,于是ATA=A2=kI;

1)、3)⇒2):ATA=kI(k>0),于是ATA2=kA,又A2=kI,则ATA2=kAT,即AT=A.
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