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具有反馈控制的偏害模型边界平衡点的稳定性

杨英钟, 王宽程
(闽南理工学院,福建 泉州362700)

摘要:研究具有反馈控制变量的两种群偏害模型边界平衡点的稳定性.通过构造适当的Lyapunov绝灭函数

获得了保证某个种群绝灭的充分性条件,并证明了边界平衡点的稳定性.最后,通过数值模拟对所得结论进行

了验证.本文研究结果补充了文献[7]的相关结果.
关键词:反馈控制;绝灭;偏害模型;Lyapunov函数;稳定性

中图分类号:O175.14     文献标识码:A

Stabilityoftheboundaryequilibriumofamensalism
systemwithfeedbackcontrols

YANGYingzhong, WANGKuancheng
(MinnanUniversityofScienceandTechnology,Quanzhou362700,China)

Abstract:Thestabilityoftheboundaryequilibriumofamensalismsystemwithfeedbackcontrolsisstudied.By
constructingasuitableextinctionfunctionandLyapunovfunction,somesufficientconditionswhichensurethe
attractivityoftheboundaryequilibriumareobtained.Thestabilityoftheboundaryequilibriumisprovedby
constructingtheLyapunovfunction.Finally,therelevantconclusionsareverifiedbynumericalsimulation.The
researchresultssupplementtherelatedresultsoftheliterature[7].
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0 引言

在现实生活中生态系统往往会受到不定因素的干扰,为此具有反馈控制的生态系统的动力学行为

受到学者们的高度重视.Niyaz等[1]研究了具有反馈控制和时滞合作系统的正周期解,在文献[2-6]中,

学者们研究了反馈控制变量在多种生物系统中的应用.2017年,黄宏韬等[7]提出如下两种群偏害反馈

控制模型:

 

dx1
dt =x1(b1-a11x1-a12x2-α1u1),

dx2
dt =x2(b2-a22x2-α2u2),

du1
dt =-η1u1+a1x1,

du2
dt =-η2u2+a2x2
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其中参数ai,bi,aij,αi,ηi(i,j=1,2)均为正常数,xi(i=1,2)是种群在t时刻的生长密度,ui(i=1,2)是

反馈控制变量.在文献[7]中,作者通过构造适当的Lyapunov函数,得出当b2
b1 <

a22η2+α2a2
a12η2

时,系统

(1)具有唯一的正平衡点,但作者没有探讨上述系统边界平衡点的稳定性.事实上,随着人类活动的扩

大,很多物种濒临灭绝,而稳定的边界平衡点的生态学含义恰恰表示某个物种最终灭绝,因此研究系统(1)

的边界平衡点的稳定性具有重要意义.在文献[7]研究的基础上,本文通过给定适当的控制变量,使得

系统(1)中的第1种群绝灭,而第2种群保持稳定生长.由于系统(1)的第2种群对第1种群的生长起不

利作用,而第1种群对第2种群的生长不起作用,故本文只研究边界平衡点A(0,x*
2 ,0,u*

2 )的稳定性.

1 主要结果及其证明

由
b2-a22x2-α2u2=0

-η2u2+a2x2={ 0
,可得x*

2 =
b2η2

a22η2+α2a2
,u*

2 = b2a2
a22η2+α2a2

.在给出边界平衡点A(0,

x*
2 ,0,u*

2 )的稳定性证明之前,本文先给出如下引理:

引理 1 若b2
b1 >

a22η2+α2a2
a12η2

,则 对 系 统(1)的 任 一 正 解(x1(t),x2(t),u1(t),u2(t))T 均 有

lim
t➝+∞

x1(t)=0,∫
+∞

0
x1(t)dt<+∞.

证明  将b2
b1 >

a22η2+α2a2
a12η2

改写为b2
b1 >

a22
a12+

a2
a12

α2
η2
,由实数稠密性可知,存在α>0,β>0,使

得b2
b1>

α
β
>a22
a12+

a2
a12

α2
η2

.再由实数稠密性得δ>α2
η2
,使得b2

b1>
α
β
>a22
a12+

δa2

a12>
a22
a12+

a2
a12

α2
η2

.令δ=r
β
,

则有b2
b1 >

α
β
>a22

a12+r
β

a2

a12 >
a22
a12+a2

a12
α2
η2

.由b2
b1 >

α
β
,得

 βb2-αb1 >0. (2)

由α
β
>a22

a12+r
β

a2

a12
,得

 αa12-βa22-ra2 >0. (3)

由a22
a12+r

β
a2

a12 >
a22
a12+a2

a12
α2
η2
,得

 rη2-βα2 >0. (4)

构造Lyapunov绝灭函数V1(t)=xα
1x-β

2eru2,则有

 dV1(t)
dt =(αx1

dx1

dt -β
x2

dx2

dt +rdu2dt
)V1(t)=

  [-(βb2-αb1)-αa11x1-(αa12-βa22-ra2)x2-αα1u1-(rη2-βα2)u2]V1(t).

由式(2)—(4)得dV1(t)
dt ≤-(βb2-αb1)V1(t),记Δ=βb2-αb1>0,在两边从0到t积分,得V1(t)≤

V1(0)e-Δt,将其代入绝灭函数V1(t)=xα
1x-β

2eru2 得xα
1x-β

2eru2 ≤V1(0)e-Δt,整理可得x1≤xβ/α
2 e|-r

α|u2·

V1(0)
1
αe-Δ

αt.因为系统(1)的解是恒正且有界的,所以存在M >0,使得0<x2<M,0<u2<M,于

是有x1 ≤Mβ
αe

r
αMV1(0)

1
αe-Δ

αt,故lim
t➝+∞

x1(t)=0,且∫
+∞

0
x1(t)dt<+∞.证毕.

由引理1和du1
dt=-η1u1+a1x1,再利用微分方程比较原理,易知lim

t➝+∞
u1(t)=0.由此可得以下边界

平衡点A(0,x*
2 ,0,u*

2 )的稳定性定理.
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定理1 若b2
b1 >

a22η2+α2a2
a12η2

,则边界平衡点A(0,x*
2 ,0,u*

2 )是全局渐近稳定的.

证明 构造Lyapunov函数V2(t)=δ1(x2-x*
2 -x*

2lnx2

x*
2
)+δ2(u2-u*

2 )2,则dV2(t)
dt =δ1(dx2

dt -

x*
2

x2

dx2

dt
)+2δ2(u2-u*

2 )du2dt =δ1(x2-x*
2 )(b2-a22x2-α2u2)+2δ2(u2-u*

2 )(-η2u2+a2x2).将

b2-a22x*
2 -α2u*

2 =0

-η2u*
2 +a2x*

2 ={ 0
代入,可得dV2(t)

dt =δ1(x2-x*
2 )(-a22(x2-x*

2 )-α2(u2-u*
2 ))+2δ2(u2-

u*
2 )(-η2(u2-u*

2 )+a2(x2-x*
2 ))= -δ1a22(x2-x*

2 )2-2δ2η2(u2-u*
2 )2-(δ1α2-2δ2a2)(x2-x*

2 )·

(u2-u*
2 ).令δ1α2-2δ2a2=0,即δ1

δ2=
2a2
α2
,则有dV2(t)

dt =-δ1a22(x2-x*
2 )2-2δ2η2(u2-u*

2 )2≤0,

当且仅当x2=x*
2 ,u2=u*

2 时取等号,由此可知A(0,x*
2 ,0,u*

2 )是全局渐近稳定的.

由定理1可得,当b2
b1 >

a22η2+α2a2
a12η2

成立时,无论系统解的初值如何选择,取适当的控制变量均可

以使第1个种群绝灭,而第2个种群得以稳定生存.

图1 系统(1)的数值模拟图

2 数值模拟

考虑如下方程:

 

dx1

dt =x1(1-2x1-x2-0.3u1),

dx2

dt =x2(3-x2-0.5u2),

du1
dt =-0.4u1+x1,

du2
dt =-0.5u2+x2

ì

î

í
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此时定理1的条件b2
b1=3>

a22η2+α2a2
a12η2

=1×0.5+0.5×1
1×0.5 =2成立,且系统(1)的边界平衡点A(0,

x*
2 ,0,u*

2 )=(0,1.5,0,3)是全局渐近稳定的.图1是系统(1)初值(x1(0),x2(0),u1(0),u2(0))分别为

(1,0.6,0.5,0.8)、(0.7,1,0.3,0.9)、(0.3,0.8,1,1.5)的解的数值模拟图.
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