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摘要:在Dirichlet边界条件下,利用 Hölder不等式建立了二维半线性分数阶差分系统的Lyapunov型不等

式,并将所得结果推广到了m 维半线性分数阶差分系统上.进一步,应用所得的Lyapunov型不等式,获得了

有关广义谱第一特征值的下界.
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0 引言

由于Lyapunov不等式及其一般形式在振动理论、非共轭特征问题、微差分方程理论等领域有着广

泛的应用,因此近年来受到了国内外学者的广泛关注,并获得了许多研究结果[1-8].1983年,Cheng[2]证
明了如果二阶差分方程

 Δ2u(n)+q(n)u(n+1)=0 (1)
有一个实数解u(n)满足

 u(a)=u(b),u(n)≢0,n∈Z[a,b], (2)
那么不等式

 F(b-a)∑
b-2

n=a
q(n)≥4 (3)

成立.其中q(n)≥0,n∈Z,F(m)=
(m2-1)/m,(m-1)为偶数;

m,(m-1)为奇数{ ;
并且式(3)中的常数4不可以用

其他更大的数替换.2008年,Ünal等[4]在Dirichlet边界条件(2)下对差分方程
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 Δ(r(n)Δu(n)p-2Δu(n))+q(n)u(n+1)p-2u(n+1)=0

建立了Lyapunov型不等式 ∑
b-1

n=a

1
[r(n)]

1
p-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

1-1p

∑
b-2

n=a
q+(n( ))

1
p ≥2,其中q+(n)=max{q(n),0}.2012年,

ZhangQM等[5]考虑了如下非线性差分系统:

 
-Δ(r1(n)Δu(n)p1-2Δu(n))=f1(n)u(n+1)α1-2 v(n+1)α2u(n+1),

-Δ(r2(n)Δv(n)p2-2Δv(n))=f2(n)u(n+1)β1 v(n+1)β2-2v(n+1{ ),
(4)

并提出了下列假设条件:
(H1)r1(t),r2(t),f1(t)和f2(t)是实值函数,并且r1(t)>0,r2(t)>0,t∈Z;

(H2)1<p1,p2 < ∞,α1,α2,β1,β2 >0且满足α1
p1+α2

p2=1和β1
p1+β2

p2=1;

(H3)ri(t)和fi(t)是实值函数,ri(t)>0,i=1,2,…,m,且1<pi< ∞,αi>0满足∑
m

i=1

αi

pi
=1.

在假设(H1)—(H3)的条件成立下,文献[5]的作者建立了系统(4)的几个Lyapunov型不等式,进而将

结果推广到了如下的(p1,p2,…,pn)-Laplacian系统上:

 

-Δ(r1(n)Δu1(n)p1-2Δu1(n))=f1(n)u1(n+1)α1-2 u2(n+1)α2… um(n+1)αmu1(n+1),

-Δ(r2(n)Δu2(n)p2-2Δu2(n))=f2(n)u1(n+1)α1 u2(n+1)α2-2… um(n+1)αmu2(n+1),
︙

-Δ(rm(n)Δum(n)pm-2Δum(n))=fm(n)u1(n+1)α1 u2(n+1)α2… um(n+1)αm-2um(n+1)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï .

受上述文献的启发,本文考虑二维分数阶差分系统:

 
Δv

v+a(r1(t)bÑvu(t)p1-2
bÑvu(t))=f1(t)u(t)α1-2 ω(t)α2u(t),

Δv
v+a(r2(t)bÑvω(t)p2-2

bÑvω(t))=f2(t)ω(t)β2-2 u(t)β1ω(t{ )
(5)

和(p1,p2,…,pm)-Laplacian系统:

 

Δv
v+a(r1(t)bÑvu1(t)p1-2

bÑvu1(t))=f1(t)u1(t)α1-2 u2(t)α2… um(t)αmu1(t),

Δv
v+a(r2(t)bÑvu2(t)p2-2

bÑvu2(t))=f2(t)u1(t)α1 u2(t)α2-2… um(t)αmu2(t),
︙

Δv
v+a(rm(t)bÑvum(t)pm-2

bÑvum(t))=fm(t)u1(t)α1 u2(t)α2… um(t)αm-2um(t

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï ),

(6)

其中v∈(0,1).本文将在Dirichlet边界条件下建立式(5)和(6)的Lyapunov型不等式,并给出所得结

果的一些简单应用.

1 预备知识

对任意实数β,记Nβ ={β,β+1,β+2,…},βN ={…,β-2,β-1,β}.对任意t,v∈R定义tv =
Γ(t+1)
Γ(t+1-v)

,并规定如果t+1-v是Gamma函数的极点,而t+1不是极点,那么tv=0.

定义1[9] 假设f∶Na →R,v>0,那么f的v 阶左分数和定义为

 Δ-v
af(t)= 1

Γ(v)∑
t-v

s=a

(t-s-1)v-1f(s),t∈Na+v,

f的v 阶左分数差分定义为

 Δv
af(t)=ΔNΔv-N

a f(t),t∈Na+N-v,0≤N-1<v≤N,N ∈Ν.
定义2[10] 假设f∶bΝ →R,v>0,那么f的v 阶右分数和定义为

 bÑ-vf(t)= 1
Γ(v)∑

b

s=t+v

(s-t-1)v-1f(s),t∈b-vN,

f的v 阶右分数差分定义为

482
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 bÑvf(t)=(-1)N ÑN
bÑv-Nf(t),t∈b-N+vN,0≤N-1<v≤N,N ∈Ν.

引理1[9] 假设f∶Na→R,v,μ>0,有Δv
a+μΔ-μ

af(t)=Δv-μ
a f(t),t∈Na+μ+N-v,N-1<v≤N.

引理2[10] 假设f∶bΝ→R,v,μ>0,有b-μÑv
bÑ-μf(t)= bÑv-μf(t),t∈b-μ-N+vN,N-1<v≤N.

引理3[11] 假设f∶bΝ→R,v>0,N-1<v≤N,Δv
af∶Na+N-v→R,那么以下关于左分数差

分的两个定义是等价的:

 Δv
af(t)=ΔNΔ-(N-v)

a f(t),

 Δv
af(t)=

1
Γ(-v)∑

t+v

s=a

(t-s-1)-v-1f(s),N-1<v≤N;

ΔNf(t),v=N

ì

î

í

ï
ï

ïï .
引理4[11] 假设f∶bΝ→R,v>0,N-1<v≤N,Δv

af∶Na+N-v→R,那么以下关于右分数差

分的两个定义是等价的:

 bÑvf(t)=(-1)N ÑN
b Ñ-(N-v)f(t),

 bÑvf(t)=
1

Γ(-v)∑
b

s=t-v

(s-t-1)-v-1f(s),N-1<v≤N;

(-1)N ÑNf(t),v=N

ì

î

í

ïï

ïï .
引理5[10] 假设f∶Na →R,k∈N0,v>0,则对于t∈Na+M-μ+v 有

 Δ-v
aΔkf(t)=Δk-v

a f(t)-∑
k-1

j=0

Δjf(a)
Γ(v-k+j+1)

(t-a)v-k-j.

此外,若μ>0,M-1<μ≤M,则对于t∈Na+v 有

 Δ-v
a+M-μΔμ

af(t)=Δμ-v
a f(t)-∑

M-1

j=0

Δj-M+μ
a f(a+M-μ)
Γ(v-M+j+1)

(t-a-M+μ)v-M+j.

引理6[11] 假设f∶bΝ →R,k∈N0,v>0,则对于t∈b-vΝ 有

 bÑ-v
bÑkf(t)=bÑk-vf(t)-∑

k-1

j=0

bÑjf(b)
Γ(v-k+j+1)

(b-t)v-k+j.

此外,若μ>0,M-1<μ≤M,则对于t∈b-M+μ-vΝ 有

 b-M+μÑ-v
bÑμf(t)=bÑμ-vf(t)-∑

M-1

j=0

bÑj-M+μf(b-M+μ)
Γ(v-M+j+1)

(b-M+μ-t)v-M+j.

为方便,记:

 ξi(t)= ∑
t+v-1

τ=a+v

(τ-a-1)v-1
Γ(v)r1/pii (τ

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
qé

ë
êê

ù

û
úú

i
1
qi + ∑

b+v-1

τ=t+v
∑
t

s=a+1

(τ-s-1)v-2

-Γ(v-1)r1/pii (τ
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
qé

ë
êê

ù

û
úú

i
1
q

{ }i
pi,

 ηi(t)= ∑
b-1+v

s=t+v

(s-t-1)v-1

Γ(v)r1
/pi

i (s
æ

è
ç

ö

ø
÷
)

qé

ë
êê

ù

û
úú

i
pi
qi,1

pi
+1qi

=1,i=1,2,…,m.

2 主要结果及其证明

引理7 假设1<p<+∞,a,b∈Z,u,ω∶Z[a,b]→R,ϕp
(u)=|u|p-2u,则

 ∑
b+v

t=a+v

(r(t)ϕp
(bÑvu(t)))bÑvω(t)=∑

b

t=a
Δv

a+v(r(t)ϕp
(bÑvu(t[ ])))ω(t).

证明  由定义1、定义2、引理3及引理4知

 ∑
b+v

t=a+v

(r(t)ϕp
(bÑvu(t)))bÑvω(t)=∑

b+v

t=a+v

(r(t)ϕp
(bÑvu(t))) 1

Γ(-v)∑
b

s=t-v

(s-t-1)-v-1ω(s)=

  [r(t)ϕp
(bÑvu(t))]t=a+v

1
Γ(-v)∑

b

s=a

(s-a-v-1)-v-1ω(s)+[r(t)ϕp
(bÑvu(t))]t=a+v+1·

582
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  1
Γ(-v)∑

b

s=a+1

(s-a-v-2)-v-1ω(s)+…+

  [r(t)ϕp
(bÑvu(t))]t=b+v

1
Γ(-v)∑

b

s=b

(s-b-v-1)-v-1ω(s)=

  [r(t)ϕp
(bÑvu(t))]t=a+v

1
Γ(-v)

(-v-1)-v-1ω(a)+{[r(t)ϕp
(bÑvu(t))]t=a+v·

  1
Γ(-v)

(-v)-v-1+[r(t)ϕp
(bÑvu(t))]t=a+v+1

1
Γ(-v)

(-v-1)-v-1}ω(a+1)+…+

  [r(t)ϕp
(bÑvu(t))]t=a+v

1
Γ(-v)

(b-a-v-1)-v-1{ +[r(t)ϕp
(bÑvu(t))]t=a+v+1·

  1
Γ(-v)

(b-a-v-2)-v-1+…+[r(t)ϕp
(bÑvu(t))]t=b+v

(-v-1)-v-1
Γ(-v }) ω(b)=

  ∑
b

t=a
∑
t+v

s=a+v

1
Γ(-v)

(t-s-1)-v-1 r(s)ϕp
(bÑvu(s[ ]))ω(t)=∑

b

t=a

[Δv
a+v(r(t)ϕp

(bÑvu(t)))]ω(t).

2.1 二维系统(5)的Lyapunov型不等式

定理1 令a,b∈Z且a≤b-2.假设(H1)和(H2)成立且系统(5)有一个解u(t)满足边界条件:

 u(a)=u(b)=ω(a)=ω(b)=0,u(t)≢0,ω(t)≢0,t∈Z[a,b], (7)
则有如下不等式:

 ∑
b-1

t=a

ξ1(t)η1(t)
ξ1(t)+η1(t)

f+
1(t

æ

è
ç

ö

ø
÷)

α1β1
p21 ∑

b-1

t=a

ξ1(t)η1(t)
ξ1(t)+η1(t)

f+
2(t

æ

è
ç

ö

ø
÷)

α2β1
p1p2 ×

  ∑
b-1

t=a

ξ2(t)η2(t)
ξ2(t)+η2(t)

f+
1(t

æ

è
ç

ö

ø
÷)

α2β1
p1p2 ∑

b-1

t=a

ξ2(t)η2(t)
ξ2(t)+η2(t)

f+
2(t

æ

è
ç

ö

ø
÷)

α2β1
p22 ≥1,

这里f+
i(t)=max{fi(t),0},i=1,2.

证明  根据引理7可得

 ∑
b+v

t=a+v
r1(t)bÑvu(t)p
( )1 =∑

b

t=a
f1(t)u(t)α1 ω(t)α2, (8)

 ∑
b+v

t=a+v
r2(t)bÑvω(t)p
( )2 =∑

b

t=a
f2(t)u(t)β1 ω(t)β2. (9)

再由引理6、式(5)和(7)可得:

 u(t)p1 = b-1+vÑ-v
bÑvu(t)+u(b)

Γ(v)
(b-1+v-t)

v-1
p1

=

  b-1+vÑ-v
bÑvu(t)p1 = 1

Γ(v)∑
b-1+v

s=t+v

(s-t-1)
v-1

bÑvu(s)
p1

≤

  ∑
b-1+v

s=t+v

(s-t-1)
Γ(v)r1

/p1
1 (s)

v-
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 qæ

è
ç

ö

ø
÷

1
p1
q1 ∑

b-1+v

s=t+v
r1(s)bÑvu(s)p( )1 =η1(t)∑

b-1+v

s=t+v
r1(s)bÑvu(s)p1, (10)

 u(t)= ∑
t

s=a+1

Ñu(s)= ∑
t

s=a+1

Ñb-1+vÑ-v
bÑvu(s)=

  -∑
t

s=a+1

1
Γ(v-1)∑

b+v-1

τ=s-1+v

(τ-s-1)
v-2

bÑvu(τ)=

  ∑
t

s=a+1
∑

t+v-1

τ=s-1+v

(τ-s-1)
v-2

-Γ(v-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

) bÑvu(τ)+∑
t

s=a+1
∑

b+v-1

τ=t+v

(τ-s-1)
v-2

-Γ(v-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

) bÑvu(τ)≤

  ∑
t

s=a+1
∑

t+v-1

τ=s-1+v

(τ-s-1)
v-2

-Γ(v-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

) bÑvu(τ)+ ∑
t

s=a+1
∑

b+v-1

τ=t+v

(τ-s-1)
v-2

-Γ(v-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

) bÑvu(τ)=

  ∑
t+v-1

τ=a+v
bÑvu(τ)∑

τ-v+1

s=a+1

(τ-s-1)
v-2

-Γ(v-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

) + ∑
b+v-1

τ=t+v
∑
t

s=a+1

(τ-s-1)
v-2

-Γ(v-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú) bÑvu(τ)=

682
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  ∑
t+v-1

τ=a+v
bÑvu(τ)

(τ-s)
v-1

Γ(v)
τ-v+2

s=a+1
+ ∑

b+v-1

τ=t+v
∑
t

s=a+1

(τ-s-1)
v-2

-Γ(v-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú) bÑvu(τ)=

  ∑
t+v-1

τ=a+v
bÑvu(τ)

(τ-a-1)
v-1

Γ(v) + ∑
b+v-1

τ=t+v
∑
t

s=a+1

(τ-s-1)
v-2

-Γ(v-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú) bÑvu(τ)≤

  ∑
t+v-1

τ=a+v

(τ-a-1)
v-1

Γ(v)r1/p11 (τ
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
qæ

è
ç

ö

ø
÷

1
1
q1 ∑

t+v-1

τ=a+v
r1(τ)bÑvu(τ)p( )1

1
p1 +

  ∑
b+v-1

τ=t+v
∑
t

s=a+1

(τ-s-1)
v-2

-Γ(v-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
1

r1/p11 (τ
é

ë
êê

ù

û
úú)
qæ

è
ç

ö

ø
÷

1
1
q1 ∑

b+v-1

τ=t+v
r1(τ)bÑvu(τ)p( )1

1
p1,

即

 u(t)p1 ≤ξ1(t)∑
b+v-1

τ=a+v
r1(τ)bÑvu(τ)p1 ≤ξ1(t)∑

b+v

τ=a+v
r1(τ)bÑvu(τ)p1. (11)

根据式(8)—(11)可得:

 u(t)p1 ≤ ξ1(t)η1(t)
ξ1(t)+η1(t)∑

b+v

τ=a+v
r1(τ)bÑvu(τ)p1, (12)

 ∑
b

t=a
f+
1(t)u(t)p1 ≤∑

b

t=a

ξ1(t)η1(t)
ξ1(t)+η1(t)

f+
1(t)∑

b+v

t=a+v
r1(t)bÑvu(t)p1 =

  M11∑
b

t=a
f+
1(t)u(t)α1 ω(t)α2 ≤M11∑

b

t=a
f+
1(t)u(t)α1 ω(t)α2 ≤

  M11 ∑
b

t=a
f+
1(t)u(t)p( )1

α1
p1 ∑

b

t=a
f+
1(t)ω(t)p( )2

α2
p2, (13)

 ∑
b

t=a
f+
2(t)u(t)p1 ≤M12∑

b

t=a
f+
1(t)u(t)α1 ω(t)α2 ≤

  M12 ∑
b

t=a
f+
1(t)u(t)p( )1

α1
p1 ∑

b

t=a
f+
1(t)ω(t)p( )2

α2
p2. (14)

这里

 M11=∑
b

t=a

ξ1(t)η1(t)
ξ1(t)+η1(t)

f+
1(t

é

ë
êê

ù

û
úú),M12=∑

b

t=a

ξ1(t)η1(t)
ξ1(t)+η1(t)

f+
2(t

é

ë
êê

ù

û
úú). (15)

类似于式(12)的方法,可得 ω(t)p2≤ ξ2(t)η2(t)
ξ2(t)+η2(t)∑

b+v

t=a+v
r2(t)bÑvω(t)p2.类似于式(13)和(14),利用

Hölder不等式可得:

 ∑
b

t=a
f+
1(t)ω(t)p2 ≤∑

b

t=a

ξ2(t)η2(t)
ξ2(t)+η2(t)

f+
1(t

é

ë
êê

ù

û
úú)∑

b+v

t=a+v
r2(t)bÑvω(t)p2 =

  M21∑
b

t=a
f2(t)u(t)β1 ω(t)β2 ≤M21∑

b

t=a
f+
2(t)u(t)β1 ω(t)β2 ≤

  M21 ∑
b

t=a
f+
2(t)u(t)p( )1

β1
p1 ∑

b

t=a
f+
2(t)ω(t)p( )2

β2
p2, (16)

 ∑
b

t=a
f+
2(t)ω(t)p2 ≤∑

b

t=a

ξ2(t)η2(t)
ξ2(t)+η2(t)

f+
2(t

é

ë
êê

ù

û
úú)∑

b

t=a
r2(t)bÑvω(t)p2 =

  M22∑
b

t=a
f2(t)u(t)β1 ω(t)β2 ≤M22∑

b

t=a
f+
2(t)u(t)β1 ω(t)β2 ≤

  M22 ∑
b

t=a
f+
2(t)u(t)p( )1

β1
p1 ∑

b

t=a
f+
2(t)ω(t)p( )2

β2
p2. (17)

这里

 M21=∑
b

t=a

ξ2(t)η2(t)
ξ2(t)+η2(t)

f+
1(t

æ

è
ç

ö

ø
÷), M22=∑

b

t=a

ξ2(t)η2(t)
ξ2(t)+η2(t)

f+
2(t

æ

è
ç

ö

ø
÷). (18)

下证
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 ∑
b

t=a
f+
1(t)u(t)p1 >0. (19)

如果式(19)不成立,那么∑
b

t=a
f+
1(t)u(t)p1 =0,再由式(8)可以得到

 0≤∑
b

t=a
r1(t)bÑvu(t)p1 =∑

b

t=a
f1(t)u(t)α1 ω(t)α2 ≤∑

b

t=a
f+
1(t)u(t)α1 ω(t)α2 ≤

  ∑
b

t=a
f+
1(t)u(t)p( )1

α1
p1 ∑

b

t=a
f+
1(t)ω(t)p( )2

α1
p2 =0.

因此由(H1)有bÑvu(t)≡0.再结合式(11)可知,当a≤t≤b,有u(t)≡0,与条件(7)矛盾,故式(19)
成立.同理可得

 ∑
b

t=a
f+
2(t)u(t)p1 >0,∑

b

t=a
f+
1(t)ω(t)p1 >0,∑

b

t=a
f+
2(t)ω(t)p2 >0. (20)

根据式(13)—(16)、(20)和条件(H2)可得M
α1β1
p2111 M

α2β1
p1p2
12 M

α2β1
p1p2
21 M

α2β2
p2222 ≥1,再由式(15)和(18)可知定理1成立.

推论1 令a,b∈Z并且a≤b-2.假设(H1)和(H2)成立且系统(5)有一个满足式(7)的解(u(t),

v(t)),则

 ∑
b

t=a
f+
1(t)ξ1(t)η1(t[ ])( )

1
2

α1β1
p21 ∑

b

t=a
f+
2(t)ξ1(t)η1(t[ ])( )

1
2

α2β1
p1p2 ×

  ∑
b

t=a
f+
1(t)ξ2(t)η2(t[ ])( )

1
2

α2β1
p1p2 ∑

b

t=a
f+
2(t)ξ2(t)η2(t[ ])( )

1
2

α2β2
p22 ≥2(p2β1+p1α2)p1p2. (21)

证明  因为ξi(t)+ηi(t)≥2[ξi(t)ηi(t)]
1
2,i=1,2,显然知推论1成立.

推论2 令a,b∈Z并且a≤b-2,v=1.假设(H1)和(H2)成立且系统(5)有一个满足式(7)的
解(u(t),v(t)),则

 ∑
b

t=a

[r1(t)]
1

1-p( )1

β1(p1-1)

p1 ∑
b

t=a

[r2(t)]
1

1-p( )2

α2(p2-1)

p2 ∑
b

t=a
f+
1(t( ))

β1
p1 ∑

b

t=a
f+
2(t( ))

α2
p2 ≥2β1+α2. (22)

证明  因为v=1,ξ1(t)= ∑
t

τ=a

[r1(τ)]
1

1-p( )1
p1-1,η1(t)= ∑

b

τ=t+1

[r1(τ)]
1

1-p( )1
p1-1,

 ξ2(t)= ∑
t

τ=a

[r2(τ)]
1

1-p( )2
p2-1,η2(t)= ∑

b

τ=t+1

[r2(τ)]
1

1-p( )2
p2-1,

 [ξ1(t)η1(t)]
1
2 = ∑

t

τ=a

[r1(τ)]
1

1-p1∑
b

τ=t+1

[r1(τ)]
1

1-p( )1

p1-1
2 ≤ 1

2p1-1 ∑
b

τ=a

(r1(τ))
1

1-p( )1
p1-1,

 [ξ2(t)η2(t)]
1
2 = ∑

t

τ=a

[r2(τ)]
1

1-p2∑
b

τ=t+1

[r2(τ)]
1

1-p( )2

p1-1
2 ≤ 1

2p2-1 ∑
b

τ=a

(r2(τ))
1

1-p( )2
p2-1,

由式(20)和条件(H2)可知式(22)成立.
当v=1,α1=β1=p1=p2=p,α2=β1=0,r1(t)=r2(t)=r(t),且f1(t)=f2(t)=q(t),那么系

统(5)将变化成

 Δ(r1(t)ϕp
(Ñu(t)))=q(t)u(t)p-2u(t). (23)

定理2 令a,b∈Z且a≤b-2.假设p>1,r(t)>0,如果式(23)有一个解u(t)满足式(2),则

 ∑
b

t=a

∑
t

τ=a

[r(τ)]
1
1-( )p

p-1

∑
b

τ=t+1

[r(τ)]
1
1-( )p

p-1

∑
t

τ=a

[r(τ)]
1
1-( )p

p-1
+ ∑

b

τ=t+1

(r(τ))
1
1-( )p

p-1
q+(t

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

)≥1.

证明  由式(13)和(19)可直接得到上述Lyapunov型不等式.

因为 ∑
t

τ=a

[r(τ)]
1
1-( )p

p-1
+ ∑

b

τ=t+1

[r(τ)]
1
1-( )p

p-1
≥2∑

t

τ=a

[r(τ)]
1
1-p∑

b

τ=t+1

[r(τ)]
1
1-( )p

p-1
2 ,所以由定理2可
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得如下推论3:
推论3 令a,b∈Z并且a≤b-2.假设p>1,r(t)>0,如果式(23)有一个解u(t)满足式(2),

那么不等式∑
b

t=a
q+(t)∑

t

τ=a

[r(τ)]
1
1-p∑

b

τ=t+1

[r(τ)]
1
1-( )p

p-1

[ ]2 ≥2成立.

2.2 m 维系统(6)的Lyapunov型不等式

定理3 令a,b∈Z并且a≤b-2.假设(H3)成立且系统(6)有一个解(u1(t),u2(t),…,um(t))满
足如下边界条件:

 ui(a)=ui(b)=0,ui(t)≢0,t∈Z[a,b],i=1,2,…,m, (24)
那么

 ∏
m

i=1
∏
m

j=1
∑
b

τ=a

ξi(τ)ηi(τ)
ξi(τ)+ηi(τ
é

ë
êê

ù

û
úú)f+

j
(tæ

è
ç

ö

ø
÷)

αiαj
pipj ≥1. (25)

证明  由式(6)、(24)和条件(H3)可知:∑
b

t=a
ri(t)bÑvui(t)pi =∑

b

t=a
fi(t)∏

m

k=1
uk(t)α

[ ]k ,i=1,

2,…,m.再由式(24)和Hölder不等式可得

 ui(t)pi = ∑
t

τ=a+1

Ñui(τ)
pi = ∑

t

τ=a+1

Ñb-1+vÑ-v
bÑvui(τ)

pi ≤ξi(t)∑
b+v

τ=a+v
ri(τ)bÑvui(τ)pi,

 ui(t)pi ≤ηi(t)∑
b+2

τ=t+1+v
ri(τ)bÑvui(τ)pi.

因此有:

 ui(t)pi ≤ ξi(τ)ηi(τ)
ξi(τ)+ηi(τ)∑

b+v

τ=a+v
ri(τ)bÑvui(τ)pi,

 ∑
b

t=a
f+

j
(t)ui(t)pi ≤Mij∏

m

k=1
∑
b

t=a
f+

i(t)uk(t)p( )k

αk
pk,

其中

 Mij =∑
b

t=a

ξi(τ)ηi(τ)
ξi(τ)+ηi(τ)f

+
j
(té

ë
êê

ù

û
úú),i,j=1,2,…,m. (26)

类似于式(19),知∑
b

t=a
fi(t)uk(t)pk >0,i,k=1,2,…,m,因此∏

m

i=1
∏
m

j=1
M

αiαj
pipj
ij ≥1.再由式(26)可知式

(25)成立.
推论4 令a,b∈Z并且a≤b-2.假设(H3)成立且式(6)有一个解(u1(t),u2(t),…,um(t))满足

式(24),则不等式∏
m

i=1
∏
m

j=1
∑
b

τ=a
f+

j
(τ)ξi(t)ηi(t[ ])( )

1
2

αiαj
pipj ≥2成立.

推论5 令v=1,a,b∈Z和a≤b-2.假设(H3)成立且式(6)有一个解(u1(t),u2(t),…,um(t))

满足式(24),记A=∑
m

i=1
αi,则不等式∏

m

i=1
∑
b

τ=a

[ri(τ)]
1

1-p( )i

αi(pi-1)

pi ∏
m

j=1
∑
b

τ=a
f+

j
(τ( ))

αj
pj ≥2A 成立.

3 Lyapunov型不等式的应用

令a,b∈Z且a≤b-2,考虑半线性差分系统:

 

Δv
v+aϕp1

(bÑvu1(t))=λ1α1q(t)ϕα1
(u1(t))u2(t)α2… um(t)αm,

Δv
v+aϕp2

(bÑvu2(t))=λ2α2q(t)ϕα2
(u2(t))u1(t)α1 u3(t)α3… um(t)αm,

︙

Δv
v+aϕpm

(bÑvum(t))=λmαmq(t)ϕαm
(um(t))u1(t)α1… um-1(t)

αm-1

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ,

(27)

其中q(t)>0,αi∈R,pi,αi 与式(6)中相同并且ui 满足Dirichlet边界条件:
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 ui(a)=ui(b)=0,ui(t)>0,∀t∈Z[a+1,b-1],i=1,2,…,m. (28)

对非线性差分系统(27)定义广义频谱S.令S为向量(λ1,λ2,…,λm)∈Rm 的集合,因此由问题(27)和

(28)的特征值可以得到一个特征解.实际上问题(27)和(28)是下列p-Laplacian差分方程边值问题:

 Δv
v+a(ϕp

(bÑvu(t)))=λpq(t)ϕp
(u(t)), (29)

 u(a)=u(b)=0,u(t)>0,∀t∈Z[a+1,b-1] (30)
的一般化.当p>1,λ∈R且q(t)>0时,fi(t)=λiαiq(t),ri(t)=1,i=1,2,…,m.由此可以应用定

理3获得问题(27)和(28)的一个有关广义谱第一特征值的界.

定理4 令a,b∈Z且a≤b-2.假设1<pi< ∞,αi>0满足∑
m

i=1

αi

pi
=1且对于所有的t∈Z,

有q(t)>0;那么一定存在一个函数h(λ1,λ2,…,λm-1)使得问题(27)和(28)对于广义特征值(λ1,λ2,
…,λm)有不等式λm ≥h(λ1,λ2,…,λm-1)成立.其中h(λ1,λ2,…,λm-1)定义为

 h(λ1,λ2,…,λm-1)=1αm∏
m-1

j=1

(λjαj)
αj
pj∏

m

i=1
∑
b

n=a

ξi(τ)ηi(τ)
ξi(τ)+ηi(τ

æ

è
ç

ö

ø
÷

)

αi
pi.

证明  假设问题(27)和(28)在特征值(λ1,λ2,…,λm)下有一个特征解(u1(t),u2(t),…,um(t)),
则由式(29)知ri(t)≡1,fi(t)=λiαiq(t)>0.所以可以得到

 1≤∏
m

i-1
∏
m

j=1
∑
b-2

τ=a

ξi(τ)ηi(τ)
ξi(τ)+ηi(τ)f

+
j
(tæ

è
ç

ö

ø
÷)

αiαj
pipj =∏

m

j=1

(λjαj)
αj
pj∏

m

i=1
∑
b

τ=a

ξi(τ)ηi(τ)
ξi(τ)+ηi(τ)q

(τæ

è
ç

ö

ø
÷)

αj
pj,

因此λm ≥ 1αm ∏
m-1

j=1

(λjαj)
αj
pj∏

m

i=1
∑
b

τ=a

ξi(τ)ηi(τ)
ξi(τ)+ηi(τ

æ

è
ç

ö

ø
÷

)

αi
pé

ë
êê

ù

û
úú

i
-(

pm
αm
)

.至此,定理4证明完毕.
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