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摘要:利用微分方程比较原理和构造适当的Lyapunov函数研究具反馈控制和 Holling-III类功能反应的修正

Leslie-Gower捕食系统,得到了保证系统永久持续生存和全局吸引的充分性条件,所得的结果补充了文献[6]

的工作.
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Abstract:AmodifiedLeslie-Gowerpredator-preysystemwithHolling-typeIIIresponsefunctionandfeedback
controlsisinvestigatedbyapplyingthecomparisontheoremofdifferentialequationandconstructingasuitable
Lyapunovfunction,andsufficientconditionsforthepermanence,globalattractivityofthesystemareob-
tained.Theresultssupplementtheliterature[6].
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0 引言

对定义在[0,+∞)上的任一有界连续函数f(t),本文恒设:

 fL= inf
t∈[0,+∞)

f(t),fU= sup
t∈[0,+∞)

f(t).

2003年,Aziz-Alaoui等[1]提出并研究了如下具有HollingII类功能性反应的修正Leslie-Gower捕

食食饵系统:
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ẏ=yr2- a2y
x+k

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(1)

得到了该系统的有界性和正平 衡 点 的 全 局 稳 定 性;2012年,YuShengbin[2]利 用 振 动 性 引 理 和

Lyapunov函数法给出了两个保证系统(1)正平衡点全局稳定的充分性条件,补充了文献[1]的结果.

2011年,ZhuYanling等[3]讨论了该类非自治周期系统的周期解的存在性和全局稳定性.2014年,
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YuShengbin[4]进一步探讨了Beddington-DeAngelis功能性反应下的系统(1)的稳定性.2014年,Yu
Shengbin等[5]提出并分析了系统(1)在捕食者干扰效应下的非自治系统的概周期解的存在唯一性.
2013年,朱艳玲[6]提出并研究了系统(1)在HollingIII类功能性反应作用下的永久持续生存及周期正

解的存在性问题,但是朱艳玲并未对该系统的稳定性进行探讨.众所周知,稳定性是生态系统研究中的

一个重要课题,对物种或者自然资源的保护和开发等起着关键作用,因此非常有必要对系统的稳定性进

行探讨.另外,由于自然界会受到人类活动因素的影响[7-10],因此一个合理的模型必须考虑到系统能够

承受住人类活动的干扰,即能够承受反馈控制变量的影响.基于此,本文在文献[6]的基础上提出如下具

反馈控制和Holling-III类功能反应的修正Leslie-Gower捕食系统:
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其中x(t)和y(t)分别表示种群x和y在t时刻的密度,u(t)和v(t)为反馈控制变量,其他各系数的生

物学含义见文献[1-6]及其所引文献.本文的目的旨在通过适当的分析手法,得到保证系统(2)永久持

续生存和全局吸引的充分性条件.基于生态学含义,本文恒设系统(2)的各系数ri(t),ai(t),ci(t),

ei(t),di(t)(i=1,2)和b(t)均为[0,+∞)上的有正上下界的连续函数,且系统(2)满足初始条件:

x(0)>0,y(0)>0,u(0)>0,v(0)>0.与文献[10]类似,可知对于任意的t≥0都有x(t)>0,

y(t)>0,u(t)>0,v(t)>0.

1 持久性

为了叙述和后续证明的方便起见,首先给出若干已知的结果:

引理1[10] 设a>0,b>0,当t≥0且x(0)>0时,若有ẋ≥x(b-ax),则有lim
t→+∞
infx(t)≥b

a.

设a>0,b>0,当t≥0且x(0)>0时,若有ẋ≤x(b-ax),则有lim
t→+∞
supx(t)≤b

a.

引理2[10] 设a>0,b>0,当t≥0且x(0)>0时,若有ẋ≥b-ax,则有lim
t→+∞
infx(t)≥b

a.

设a>0,b>0,当t≥0且x(0)>0时,若有ẋ≤b-ax,则有lim
t→+∞
supx(t)≤b

a.

引理3 设(x(t),y(t),u(t),v(t))T 为系统(2)的任一正解,则有:

 lim
t→+∞
supx(t)≤rU1

bL =△M1,lim
t→+∞
supy(t)≤rU2(M1+kU

2)
aL2 =△M2,

 lim
t→+∞
supu(t)≤dU

1M1

eL1 =△W1,lim
t→+∞
supv(t)≤dU

2M2

eL2 =△W2.

证明  由系统(2)的第1个方程,可得ẋ(t)≤x(t)r1(t)-b(t)x(t[ ])≤x(t)rU1 -bLx(t[ ]).由

引理1可知,lim
t→+∞
supx(t)≤rU1

bL =△ M1.从而对 ∀ε1 >0,∃T1 >0使得对 ∀t>T1 有

 x(t)≤M1+ε1. (3)
由式(3)、系统(2)的第2个方程和第3个方程可知,当t>T1 时,有
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对式(4),令ε1 →0,由引理1和引理2分别得

 lim
t→+∞
supy(t)≤rU2(M1+kU

2)
aL2 =△M2,lim

t→+∞
supu(t)≤dU

1M1

eL1 =△W1,

即 ∃T2 >T1 使得对 ∀t>T2 有

 y(t)≤M2+ε,u(t)≤W1+ε. (5)

由式(5)和系统(2)的第4个方程,同理可得lim
t→+∞
supv(t)≤dU

2M2

eL2 =△W2.证毕.

引理4 若rL1 >cM
1W1 且rL2 >cM

2W2,则存在正常数mi 和wi(i=1,2),使得对系统(2)的任一正

解(x(t),y(t),u(t),v(t))T 有:

 lim
t→+∞
infx(t)≥kL1(rL1-cU1W1)

bUkL1+aU
1M2

=△m1,lim
t→+∞
infy(t)≥kL2(rL2-cU2W2)

aU
2

=△m2,

 lim
t→+∞
infu(t)≥dL

1m1

eU1 =△w1,lim
t→+∞
infv(t)≥dL

2m2

eU2 =△w2,

这里M2 和Wi(i=1,2)如引理3所定义.
证明  由条件rL1 >cM

1W1 和rL2 >cM
2W2,可取足够小的ε2 >0,使得

 rL1 >cU1(W1+ε2),rL2 >cU2(W2+ε2). (6)

对上述ε2,由引理3可知,∃T3 >0使得对 ∀t>T3 有

 x(t)≤M1+ε2,y(t)≤M2+ε2,u(t)≤W1+ε2,v(t)≤W2+ε2. (7)

由式(7)、系统(2)的第1个和第2个方程可知,当t>T3 时,有
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对式(8),令ε2 →0,由式(6)和引理1分别得

 lim
t→+∞
infx(t)≥kL1(rL1-cU1W1)

bUkL1+aU
1M2

=△m1,lim
t→+∞
infy(t)≥kL2(rL2-cU2W2)

aU
2

=△m2.

从而对 ∀ε3 <ε2,∃T4 >T3 使得对 ∀t>T4 有

 x(t)≥m1-ε3,y(t)≥m2-ε3. (9)

由式(9)和系统(2)的第3个和第4个方程可得,当t>T4 时,有

 
u̇(t)≥-eU1u(t)+dL

1(m1-ε3),

v̇(t)≥-eU2v(t)+dL
2(m2-ε3){ .

对上式令ε3 →0,由引理2分别得lim
t→+∞
infu(t)≥dL

1m1

eU1 =△w1,lim
t→+∞
infv(t)≥dL

2m2

eU2 =△w2.证毕.

由引理3和引理4可得如下定理:

定理1 若rL1 >cM
1W1 且rL2 >cM

2W2,则系统(2)是永久持续生存的.

2 全局吸引性

定理2 设定理1的条件成立,进一步假设存在常数pi>0(i=1,2,3,4)使

 lim
t→+∞
infAj(t),Bj(t{ })>0(j=1,2) (10)

成立,其中

 A1(t)=p1b(t)- p1a1(t)M2
1M2

m2
1+k1(t[ ]) m2

2+k1(t[ ]) + p1a1(t)k1(t)m2

M2
1+k1(t[ ]) M2

2+k1(t[ ]) -
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  p2a2(t)M2

m1+k2(t[ ]) m2+k2(t[ ]) -p3d1(t),

 A2(t)= p2a2(t)
M1+k2(t)-

p1a1(t)M1

m2
1+k1(t)-p4d2(t),

 B1(t)=p3e1(t)-p1c1(t),B2(t)=p4e2(t)-p2c2(t),

则系统(2)是全局吸引的,即对系统(2)的任意两个正解(xi(t),yi(t),ui(t),vi(t))T(i=1,2),有

 lim
t→+∞

x1(t)-x2(t)=lim
t→+∞

y1(t)-y2(t)=lim
t→+∞

u1(t)-u2(t)=lim
t→+∞

v1(t)-v2(t)=0.

证明 由条件(10)和定理1知,对∀ε>0,存在正常数α和足够大的T5>0,使得对∀t>T5有:

 m1-ε≤xi(t)≤M1+ε,m2-ε≤yi(t)≤M2+ε,Ai(t,ε)≥α,

 w1-ε≤ui(t)≤W1+ε,w2-ε≤vi(t)≤W2+ε,Bi(t)≥α, (11)

其中

 A1(t,ε)=p1b(t)- p1a1(t)(M1+ε)2(M2+ε)
(m1-ε)2+k1(t[ ]) (m2-ε)2+k1(t[ ]) +

  p1a1(t)k1(t)(m2-ε)
(M1-ε)2+k1(t[ ]) (M2-ε)2+k1(t[ ]) - p2a2(t)(M2+ε)

m1-ε+k2(t[ ]) m2-ε+k2(t[ ]) -p3d1(t),

 A2(t,ε)= p2a2(t)
M1+ε+k2(t)-

p1a1(t)(M1+ε)
(m1-ε)2+k1(t)-p4d2(t).

定义V1(t)= lnx1(t)-lnx2(t),V2(t)= lny1(t)-lny2(t),V3(t)= u1(t)-u2(t),V4(t)=
v1(t)-v2(t).当t>T5 时,分别计算Vi(t)(i=1,2,3,4)沿着系统(2)的正解的右上导数,再结合式

(11)得

 D+V1(t)=sgn(x1(t)-x2(t))ẋ1(t)
x1(t)-

ẋ2(t)
x2(t

æ

è
ç
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ø
÷

)=sgn(x1(t)-x2(t))·

  -b(t)(x1(t)-x2(t))-a1(t) x1(t)y1(t)
x2
1(t)+k1(t)-

x2(t)y2(t)
x2
2(t)+k1(t
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è
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)-c1(t)(u1(t)-u2(té
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因为

 x1(t)y1(t)
x2
1(t)+k1(t)-

x2(t)y2(t)
x2
2(t)+k1(t)=

  x1(t)x2
2(t)y1(t)+k1(t)x1(t)y1(t)-x2

1(t)x2(t)y2(t)-k1(t)x2(t)y2(t)
x2
1(t)+k1(t[ ]) x2

2(t)+k1(t[ ])
,

其中

 x1(t)x2
2(t)y1(t)+k1(t)x1(t)y1(t)-x2

1(t)x2(t)y2(t)-k1(t)x2(t)y2(t)=
  x1(t)x2(t)x2(t)y1(t)-x1(t)y2(t[ ])+k1(t)x1(t)y1(t)-x2(t)y2(t[ ])=
  x1(t)x2

2(t)y1(t)-y2(t[ ])-x1(t)x2(t)y2(t)x1(t)-x2(t[ ])+
  k1(t)x1(t)y1(t)-y2(t[ ])+k1(t)y2(t)x1(t)-x2(t[ ])=
  x1(t)x2

2(t)+k1(t[ ]) y1(t)-y2(t[ ])-x1(t)x2(t)y2(t)x1(t)-x2(t[ ])+
  k1(t)y2(t)x1(t)-x2(t[ ]).

故

 D+V1(t)≤-b(t)x1(t)-x2(t)+c1(t)u1(t)-u2(t)+

  a1(t)x1(t)x2
2(t)+k1(t[ ]) y1(t)-y2(t)

x2
1(t)+k1(t[ ]) x2

2(t)+k1(t[ ]) +a1(t)x1(t)x2(t)y2(t)x1(t)-x2(t)
x2
1(t)+k1(t[ ]) x2

2(t)+k1(t[ ]) -

  a1(t)k1(t)y2(t)x1(t)-x2(t)
x2
1(t)+k1(t[ ]) x2

2(t)+k1(t[ ]) ≤- b(t)- a1(t)(M1+ε)2(M2+ε)
(m1-ε)2+k1(t[ ]) (m2-ε)2+k1(t[ ]){ +

  a1(t)k1(t)(m2-ε)
(M1-ε)2+k1(t[ ]) (M2-ε)2+k1(t[ ] }) x1(t)-x2(t)+
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  a1(t)(M1+ε)
(m1-ε)2+k1(t)y1(t)-y2(t)+c1(t)u1(t)-u2(t). (12)

 D+V2(t)=sgn(y1(t)-y2(t))ẏ1
(t)

y1(t)-
ẏ2(t)
y2(t

æ

è
ç

ö

ø
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)=

  sgn(y1(t)-y2(t))-a2(t) y1(t)
x1(t)+k2(t)-

y2(t)
x2(t)+k2(t

æ

è
ç

ö

ø
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)-c2(t)(v1(t)-v2(té
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êê

ù

û
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由

 y1(t)
x1(t)+k2(t)-

y2(t)
x2(t)+k2(t)=

x2(t)y1(t)+k2(t)y1(t)-x1(t)y2(t)-k2(t)y2(t)
x1(t)+k2(t[ ]) x2(t)+k2(t[ ]) =

  x2(t)y1(t)-y2(t[ ])-y2(t)x1(t)-x2(t[ ])+k2(t)y1(t)-y2(t[ ])
x1(t)+k2(t[ ]) x2(t)+k2(t[ ]) =

  x2(t)+k2(t[ ]) y1(t)-y2(t[ ])-y2(t)x1(t)-x2(t[ ])
x1(t)+k2(t[ ]) x2(t)+k2(t[ ])

,

可知:

 D+V2(t)=-a2(t)y1(t)-y2(t)
x1(t)+k2(t) + a2(t)y2(t)x1(t)-x2(t)

x1(t)+k2(t[ ]) x2(t)+k2(t[ ]) +

  c2(t)v1(t)-v2(t)≤-a2(t)y1(t)-y2(t)
M1+ε+k2(t) + a2(t)(M2+ε)x1(t)-x2(t)

m1-ε+k2(t[ ]) m2-ε+k2(t[ ]) +

  c2(t)v1(t)-v2(t), (13)

 D+V3(t)=sgn(u1(t)-u2(t))̇u1(t)-̇u2(t[ ])=
  sgn(u1(t)-u2(t))-e1(t)u1(t)-u2(t[ ])+d1(t)x1(t)-x2(t[ ]{ }) ≤
  -e1(t)u1(t)-u2(t)+d1(t)x1(t)-x2(t), (14)

 D+V4(t)=sgn(v1(t)-v2(t))̇v1(t)-̇v2(t[ ])=
  sgn(v1(t)-v2(t))-e2(t)v1(t)-v2(t[ ])+d2(t)y1(t)-y2(t[ ]{ }) ≤
  -e2(t)v1(t)-v2(t)+d2(t)y1(t)-y2(t). (15)

定义Lyapunov函数V(t)=∑
4

i=1
piVi(t),则当t>T5 时,由式(12)—(15)及式(11)可得

 D+V(t)≤-A1(t,ε)x1(t)-x2(t)-A2(t,ε)y1(t)-y2(t)-
  B1(t)u1(t)-u2(t)-B2(t)v1(t)-v2(t)≤
  -α x1(t)-x2(t)+ y1(t)-y2(t)+ u1(t)-u2(t)+ v1(t)-v2(t[ ]) .

取T*>T5,对上式从T* 到t积分得

 V(t)+α∫
t

T*
[x1(s)-x2(s)+ y1(s)-y2(s)+ u1(s)-u2(s)+

  v1(s)-v2(s)]ds≤V(T*)<+∞,

因此,∫
t

T*
x1(s)-x2(s)+ y1(s)-y2(s)+ u1(s)-u2(s)+ v1(s)-v2(s[ ]) <V(T*)

α <+∞.

从而有 x1(t)-y1(t)+ x2(t)-y2(t)+ u1(t)-u2(t)+ v1(t)-v2(t)∈L1([T*,+∞)).
由引理3可知,xi(t),yi(t),ui(t)和vi(t)(i=1,2)及其导数在[T*,+ ∞)上有界,从而知

x1(t)-x2(t)+ y1(t)-y2(t)+ u1(t)-u2(t)+ v1(t)-v2(t)在[T*,+∞)上一致连续.再

由Barbalat引理[11]得

 lim
t→+∞

x1(t)-x2(t)+ y1(t)-y2(t)+ u1(t)-u2(t)+ v1(t)-v2(t[ ]) =0,

即lim
t→+∞

x1(t)-x2(t)=lim
t→+∞

y1(t)-y2(t)=lim
t→+∞

u1(t)-u2(t)=lim
t→+∞

v1(t)-v2(t)=0,故系统

(2)是全局吸引的.证毕.
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在没有反馈控制变量作用且ki(t)(i=1,2)为常数的情形下,系统(2)转化为如下朱艳玲[6]所讨论

的系统:

 
ẋ(t)=x(t)r1(t)-b(t)x(t)-a1(t)x(t)y(t)

x2(t)+k
é

ë
êê

ù

û
úú

1
,

ẏ(t)=y(t)r2(t)-a2(t)y(t)
x(t)+k

é

ë
êê

ù

û
úú

2
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î

í
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ï

ï
ï .

(16)

作为系统(2)的特例,由定理1容易得到如下推论:

推论1 系统(16)是永久持续生存的.
由定理2,还可以进一步得到系统(16)的稳定性结论:

推论2 系统(16)是全局吸引的,假设存在常数pi>0(i=1,2)使lim
t→+∞
infC1(t),C2(t{ }) >0成

立,其中:

 C1(t)=p1b(t)- p1a1(t)M2
1M2

(m2
1+k1)(m2

2+k1)+
p1a1(t)k1m2

(M2
1+k1)(M2

2+k1)
p2a2(t)M2

(m1+k2)(m2+k2)
,

 C2(t)=p2a2(t)
M1+k2-p1a1(t)M1

m2
1+k1

.

注 推论1即为文献[6]的定理1,推论2是文献[6]未探讨的系统(16)的稳定性结论,故本文补充

了文献[6]的结果.
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