
第43卷 第2期
2017年6月

延 边 大 学 学 报(自然科学版)
JournalofYanbianUniversity(NaturalScience)

Vol.43No.2
Jun.2017

收稿日期:2017 05 22  作者简介:李德奎(1979—),男,副教授,研究方向为混沌及复杂网络的同步与控制.
基金项目:国家自然科学基金资助项目(11161027);甘肃省自然科学基金资助项目(1610RJZA080)

文章编号:1004-4353(2017)02-0137-07

激激活控制不同维混沌系统的修正函数投影同步

李德奎
(甘肃中医药大学 理科教学部,甘肃 定西743000)

摘要:利用激活控制研究了不同维混沌系统的修正函数投影同步问题.首先根据错位与非错位两种同步策

略,将不同维混沌系统中维数较高的系统进行降价;然后利用激活控制原理,设计两种同步控制器,分别实现

一个新四维超混沌系统和三维Lü系统的错位与非错位修正函数投影同步;最后对错位与非错位修正函数投

影同步进行数值仿真,仿真结果表明在激活控制原理下设计的控制器不仅有效,而且驱动系统和受控的响应

系统同步到更加复杂的混沌吸引子.
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Abstract:Modifiedfunctionprojectionsynchronizationofdifferentdimensionalchaoticsystemsisstudiedby
usingactivecontrolinthispaper.Firstofall,accordingtotwosynchronizationstrategiesaboutthenodisloca-
tionanddislocation,thehigherdimensionchaoticsystemarereducedorderindifferentdimensionsystems;

andthenusingtheactivecontrolprinciple,twosynchronizationcontrollersaredesignedtorealizenodisloca-
tionanddislocationmodifiedfunctionprojectivesynchronizationforanew4dimensionhyperchaoticsystem
and3dimensionLüsystemrespectively;finally,thenumericalsimulationsaredonefornodislocationanddis-
locationmodifiedfunctionprojectivesynchronization,thesimulationresultsshowthatthedesignedcontroller
undertheactivecontrolprincipleiseffective,anddrivesystemandthecontrolledresponsesystemaresynchro-
noustothemorecomplexchaoticattractor.
Keywords:differentdimensionchaoticsystem;dislocationmodifiedfunctionprojectionsynchronization;active
control

1990年,Pecora和Carroll[1]首次提出了混沌系统的同步概念,混沌同步概念的建立为混沌在保密

通信的应用奠定了理论基础.随后,混沌同步问题得到许多学者的广泛研究,完全同步[2]、广义同步[3]、

投影同步[4]等混沌同步方式先后被学者提出,其中投影同步由于其比例特性使得保密通信更加安全,所

以混沌投影同步近年来得到了广泛的研究[5-7].文献[8-9]研究了混沌系统的广义投影同步,文献[10-

11]中通过自适应控制策略实现了动态网络模型的函数投影同步,文献[12]研究了不同维混沌系统的函

数投影同步问题,文献[13-15]研究了混沌系统的修正函数投影同步,该同步方式不仅是其他同步方式

的更一般情况,而且由于其同步方式更加复杂,使得保密通信的信息更加安全.
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激活控制是通过设计适当的控制器,将同步误差系统控制成为一个系数矩阵的所有特征值都具有

负实部的误差线性系统.激活控制的同步控制器容易设计,且同步误差能够快速趋向于零,同时激活控

制不需要构造误差系统的李雅普洛夫函数.文献[16]通过激活控制研究了异结构混沌同步,异结构混沌系

统是两个维数相同的不同混沌系统.不同维混沌系统是两个维数不同的混沌系统,研究问题更加一般化.
非错位同步是驱动系统的状态变量与受控的响应系统的状态变量按顺序配对同步,反之,驱动系统

的状态变量与受控的响应系统的状态变量不按顺序配对同步称之为错位同步.相对于非错位同步,错位

同步增大了保密通信的密钥空间,能够使保密通信的信息更加安全,更具有潜在的应用价值.
基于以上讨论,本文利用激活控制实现不同维数混沌系统的错位与非错位修正函数投影同步,在错

位与非错位两种方式下,分别设计两种同步控制器,实现不同维混沌系统的修正函数投影同步并进行数

值仿真.

1 模型的描述及激活控制

驱动系统的动力学方程为

 ẋ(t)=f(x(t)), (1)

式中x(t)=[x1(t),x2(t),…,xn(t)]T∈Rn 为系统的状态变量,f∶Rn→Rn 是连续的非线性向量函数.
受控响应系统的动力学方程为

 ̇y(t)=g(y(t))+u, (2)

式中y(t)=[y1(t),y2(t),…,ym(t)]T∈Rm 是响应系统的状态变量,g∶Rm →Rm 是连续的非线性向量

函数,u为实现系统同步输入的控制函数.当n=m,f=g时,驱动系统和响应系统是相同动力系统;当

m≠n,f≠g时,驱动系统和响应系统是不同维数的不同动力系统.
本文通过激活控制实现不同维混沌系统的修正函数投影同步问题,不妨研究m <n的情况,因为

m<n,所以需要先将驱动系统(1)分成两部分:

 ̇xm(t)=fm(x), (3)

 ̇xs(t)=fs(x), (4)

式中xm ∈Rm,fm∶Rm →Rm,m+s=n.设驱动系统(1)和响应系统(2)之间的修正函数投影同步误差为

 e(t)=y(t)-α(t)xm(t), (5)

式中α(t)=diag(α1(t),α2(t),…,αm(t)),且αi(t)(i=1,2,…,m)为不全相同的函数.当t→ ∞ 时,有

e(t)→0,由此驱动系统(1)和响应系统(2)实现了修正函数投影同步.
激活控制不同维混沌系统同步问题就是寻找合适的控制函数u,使误差系统满足

 ̇e(t)=Ae(t), (6)

其中系数矩阵A的所有特征值(λ1,λ2,…,λm)都具有负实部,则e(t)有形如eλitTi(i=1,2,3,…,m)的指

数衰减形式解(Ti 为λi 的特征向量),这表明误差在原点是渐近稳定的,即驱动系统与响应系统实现修

正函数投影同步.
文献[17]以经典Lorenz系统为基础,利用状态反馈控制方法构造了一个新超混沌系统,其微分方

程组为

 

ẋ1=a(x2-x1),

ẋ2=bx1-x1x3-x2+cx4,

ẋ3=x1x2-θx3,

ẋ4=-kx1

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï .

(7)

当系统参数a=10,b=28,c=2,θ=4,k=8时,系统(7)处于超混沌状态,具有图1所示的奇怪吸引子.
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图1 新超混沌系统的奇怪吸引子

2002年,陈关荣和吕金虎提出了一个与Lorenz系统和Chen系统都不拓扑等价的混沌系统,即Lü
系统[18],该系统的动力学方程为

 

v̇1=a1(v2-v1),

v̇2=-v1v3+b1v2,

v̇3=v1v2-c1v3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(8)

当参数a1=36,b1=20,c1=3时,Lü系统处于混沌状态.受控的Lü系统的动力学方程描述为

 
ẏ1=a1(y2-y1)+u1,

ẏ2=-y1y3+b1y2+u2,

ẏ3=y1y2-c1y3+u3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(9)

2 修正函数投影同步的实现

为了实现三维响应系统(Lü系统)和四维驱动系统(新超混沌系统)的修正函数投影同步,首先根

据式(3),将驱动系统(新超混沌系统)降阶分成两部分.

2.1 状态变量的非错位同步

非错位同步是指驱动系统的状态变量xi 和响应系统的状态变量yi 对应同步,其中i=1,2,3.与非

错位同步相对立的错位同步,错位同步是驱动系统和响应系统中的所有状态变量,至少有一对不是按照

xi 对应yi同步,也就是说xi对应yj 同步且i≠j.为了研究驱动系统与响应系统的状态变量非错位修正

函数投影同步,先将系统(7)分成如下两部分:

 

ẋ1=a(x2-x1),

ẋ2=bx1-x1x3-x2+cx4,

ẋ3=x1x2-θx3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ;

(10)

 ̇x4=-kx1. (11)

根据误差系统的定义式(5)和驱动系统(7)的分法式(10),驱动系统(7)和响应系统(9)状态变量的非

错位同步误差为
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e1=y1-α1(t)x1,

e2=y2-α2(t)x2,

e3=y3-α3(t)x3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(12)

结合式(9)和式(10),得到驱动系统和响应系统的修正函数投影同步误差系统为

 

ė1=-a1e1+a1y2-α1(t)ax2+α1(t)(a-a1)x1 -̇α1(t)x1+u1,

ė2=b1e2-y1y3-bα2(t)x1+α2(t)x1x3+(b1+1)α2(t)x2-cα2(t)x4 -̇α2(t)x2+u2,

ė3=-c1e3+y1y2-α3(t)x1x2+(θ-c1)α3(t)x3 -̇α3(t)x3+u3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(13)

选取激活控制的控制器为

 

u1=-a1y2+α1(t)ax2-α1(t)(a-a1)x1 +̇α1(t)x1+V1,

u2=y1y3+bα2(t)x1-α2(t)x1x3-(b1+1)α2(t)x2+cα2(t)x4 +̇α2(t)x2+V2,

u3=-y1y2+α3(t)x1x2-(θ-c1)α3(t)x3 +̇α3(t)x3+V3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(14)

式中V1、V2、V3 为控制输入.选取控制输入为

 

V1

V2

V

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

3

=A

e1
e2
e

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

3

, (15)

其中不妨选取矩阵A=

a1-1 0 0

0 -b1-1 0

0 0 c1-

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
1

.这样,在激活控制式(14)和(15)下,误差系统系数

矩阵的特征值为-1,-1,-1,因此当t→ ∞ 时,误差变量e1、e2、e3 均收敛于0,从而实现了新超混沌

系统(7)和受控Lü系统(9)的非错位修正函数投影同步.

2.2 状态变量的错位同步

为了研究驱动系统与响应系统的状态变量的错位修正函数投影同步,先将系统(7)分成如下两部

分(系统(7)还有其他一些分法):

 

ẋ1=a(x2-x1),

ẋ3=x1x2-θx3,

ẋ4=-kx1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ;

(16)

 ̇x2=bx1-x1x3-x2+cx4. (17)

根据误差系统的定义式(5)和式(16),驱动系统(7)和响应系统(9)状态变量的错位修正函数投影同步

误差为(当然还有其他搭配方式):

 
η1=y1-α1(t)x1,

η2=y2-α2(t)x3,

η3=y3-α3(t)x4

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(18)

根据式(18),并结合式(9)和式(16),得到驱动响应系统错位修正函数投影同步的误差系统为

 
η̇1=-a1η2+a1y2-α1(t)ax2+α1(t)(a-a1)x1 -̇α1(t)x1+u1,

η̇2=b1η2-y1y3-α2(t)x1x2+α2(t)(b1+θ)x3 -̇α2(t)x3+u2,

η̇3=-c1η3+y1y2-c1α3(t)x4+kα3(t)x1-α3(t)x4+u3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(19)

根据激活控制策略,选取控制器为

 

u1=-a1y2+α1(t)ax2-α1(t)(a-a1)x1 +̇α1(t)x1+W1,

u2=y1y3+α2(t)x1x2-α2(t)(b1+θ)x3 +̇α2(t)x3+W2,

u3=-y1y2+c1α3(t)x4-kα3(t)x1 +̇α3(t)x4+W3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(20)
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式中W1、W2、W3 为控制输入.选取控制输入为

 

W1

W2

W

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

3

=B
η1

η2

η

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

3

, (21)

其中矩阵B=

a1-1 0 0

0 -b1-0.8 0

0 0 c1-0.

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
5

.在激活控制式(20)和(21)下,误差系统系数矩阵的特征

值为-1,-0.8,-0.5,因此当t→ ∞ 时,误差变量η1、η2、η3 均收敛于0,从而新超混沌系统(7)和受

控Lü系统(9)实现了错位修正函数投影同步.

3 数值仿真

利用 MATLAB软件进行数值仿真,不妨选取修正函数投影同步的比例函数矩阵α(t)=diag(1+
sinx,1-cosx,sinx),驱动系统(7)和响应系统(9)的初值条件分别为[x1(0);x2(0);x3(0);x4(0)]=
[-5.5;1;-3.1;1.2]和[y1(0);y2(0);y3(0)]=[0.5;3.02;2.1].
3.1 非错位修正函数投影同步

仿真驱动系统(7)和受控响应系统(9)状态变量的非错位修正函数投影同步,验证激活控制的有效

性,非错位修正函数投影同步误差如图2所示.由图2可知,驱动系统(7)和受控响应系统(9)的非错位

修正函数投影同步误差ei(i=1,2,3)都快速趋向0,说明在激活控制式(14)和(15)下,驱动系统(新超

混沌系统)和响应系统(受控Lü混沌系统)实现了非错位修正函数投影同步.

 图2 非错位修正函数投影同步误差图

由非错位修正函数投影同步的相图(图3)可知,驱

动系统和受控的响应系统按照对角矩阵α(t)=diag(1+
sinx,1-cosx,sinx)实现同步.由于同步因子是3个不

同的函数(1+sinx,1-cosx,sinx),故可知在激活控制

式(14)和(15)下,驱动系统和受控的响应系统实现了

状态变量的非错位修正函数投影同步,并且它们同步到

更加复杂的混沌轨线上.

图3 非错位修正函数投影同步的相图
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3.2 错位修正函数投影同步

仿真驱动系统(7)和受控响应系统(9)的错位修正函数投影同步,验证激活控制的有效性,错位修

正函数投影同步误差如图4所示.由图4可知,驱动系统(7)和受控响应系统(9)的错位修正函数投影同

步误差ηi(i=1,2,3)都快速趋向0,说明在激活控制式(20)和(21)下,新超混沌系统和受控Lü混沌系

统实现了状态变量的错位修正函数投影同步.

 图4 错位修正函数投影同步误差图

由错位修正函数投影同步的相图(图5)可知,驱动系统和受控的响应系统按照对角矩阵α(t)=
diag(1+sinx,1-cosx,sinx)实现同步.由于同步因子是3个不同的函数(1+sinx,1-cosx,sinx),

故可知在激活控制下,驱动系统和受控的响应系统实现了状态变量的错位修正函数投影同步,并且它们

同步到更加复杂的混沌轨线上.

图5 错位修正函数投影同步的相图

4 结论

本文利用激活控制原理分别设计两种同步控制器,在错位与非错位两种方式下,分别实现一个新四

维超混沌系统和三维Lü系统的修正函数投影同步;对错位与非错位修正函数投影同步仿真发现,在激

活控制理论下设计的控制器不仅有效,而且驱动系统和受控的响应系统同步到更加复杂的混沌吸引子.
本文结果是对激活控制相同维数混沌系统同步的进一步延伸,对混沌保密通信具有一定的理论和现实

意义.
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