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摘要:研究了一类有序分数阶q 差分系统解的唯一性和存在性.首先利用q 指数函数给出了该方程解的表

达式,然后分别利用Leray-Schauder选择定理、Krasnoselskii不动点定理和Banach压缩映像原理证明了该系

统解的存在性和唯一性.
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Abstract:Westudytheexistenceanduniquenessofsolutionsforaclassofthesequentialfractionalq-differ-
encessystem.Firstly,usingq-exponential,arepresentationforthesolutiontothisequationisgiven.Then
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0 引言

1910年,Jackson[1]提出了q 微积分的概念,之后由Al-Salam[2]和Agarwal[3]给出了分数阶q 微

积分的基本概念和性质.近年来,q 差分微积分被广泛地应用于数学和工程科学,特别是在数学物理模

型、动力系统、量子物理和经济学等方面发挥着重要作用,例如在金融市场中,将q 差分的理论知识应

用于股票收益率等问题[4-5].近年来,很多学者研究了分数阶q 差分方程边值问题并取得了一些研究成

果[6-11],其中文献[11]讨论了有序分数阶方程:

 
cDα

q(Dq+λ)[y](x)=f(x,y(x)),0≤x≤1;

y(0)=Dq[y](0)=0,Dq[y](1)=β{ .
其中:1<α<2,0<λ<1,β>0,f∈C([0,1]×R,R).受文献[11]的启发,本文讨论如下有序分数

阶q 差分系统:
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cDα
q+kcDα-1( )q u(t)=f(t,u(t),v(t)),t∈[0,1];

cDβ
q+kcDβ-1( )q v(t)=g(t,u(t),v(t)),t∈[0,1];

u(0)=Dqu(0)=0,u(1)=MDqu(ξ);

v(0)=Dqv(0)=0,v(1)=NDqv(η)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï .

(1)

这里:2<α;β≤3;0<q<1;ξ,η∈(0,1];k>0;M,N 是实数;f,g∶[0,1]×R×R→R是连续

函数.本文将分别利用Leray-Schauder选择定理、Krasnoselskii不动点定理和Banach压缩映像原理证

明该方程解的存在性和唯一性.

1 预备知识

定义1[11] [a]q=1-qa

1-q
,a∈R,q∈(0,1).

定义2[11] 幂指函数(a-b)n 的q 类似定义为:

 (a-b)(0)=1,(a-b)(n)=∏
n-1

k=0

(a-bqk),n∈N,a,b∈R;

 (a-b)(α)=aα∏
∞

n=0

a-bqn

a-bqα+n,α∈R,特别地,b=0时a(α)=aα.

定义3[11] q-Γ函数定义为Γq(x)=
(1-q)(x-1)

(1-q)x-1
,x ∈R\0,-1,-2{ },… ,易知Γq(x+1)=

[x]qΓq(x).

定义4[11] 函数f(t)的q 导数定义为:Dqf(t)=f(t)-f(qt)
(1-q)t

,Dqf(0)=lim
t→0

Dqf(t).函数f的

高阶q 导数定义为:D0
qf(t)=f(t),Dn

qf(t)=Dq(Dn-1
q f)(t),n∈N.

定义5[11] 函数f(t)在区间[0,b]上的q 积分定义为:

 Iqf(t)=∫
t

0
f(s)dqs=t(1-q)∑

∞

n=0
f(tqn)qn,t∈[0,b].

定义6[11] Riemann-Liouville型分数阶q 积分定义为:

 I0qf(t)=f(t),Iα
qf(t)= 1

Γq(α)∫
t

0
(t-qs)(α-1)f(s)dqs,α>0,t∈[0,1].

Riemann-Liouville型分数阶q 导数定义为:

 D0
qf(t)=f(t),Dα

qf(t)=(Dm
qIm-α

q f)(t),α>0,t∈[0,1],
其中f(t)是定义在[0,1]上的函数,m 是不小于α 的最小整数.Caputo型分数阶q 导数定义为:

 cD0
qf(t)=f(t),cDα

qf(t)=I「α⌉-α
q (D「α⌉

q f)(t),α>0,t∈[0,1],

其中f(t)是定义在[0,1]上的函数,「α⌉是不小于α的最小整数.显然,当α∈N时,cDα
qf=Dα

qf.特别地,

Iα
qt(λ( )

) = 1
Γq(α)∫

t

0
(t-qs)(α-1)s(λ)dqs=Γq(λ+1)t(α+λ)

Γq(α+λ+1)
,Iα

q(1)(t)= t(α)
Γq(α+1)

.

定义7[11] 定义标准q 指数函数为:

 ez
q=∑

∞

n=0

zn

[n]! =∏
∞

k=0

(1-(1-q)qkz)-1,Ez
q=∑

∞

n=0

zn

[췍n]! =∏
∞

k=0

(1+(1-q)qkz),

其中q>0,z是复数,[n]!=[1][2]…[n],[k]=1+q+q2+…+qk-1,[췍n]!=[1
~
][2

~
]…[췍n],[췍k]=

1+1q +1q2+…+ 1
qk-1.标准q 指数函数满足如下性质:ez

qE-z
q =1,Dqez

q=ez
q,DqEz

q=Eqz
q .

性质1[11] 设α≥0,I是包含原点的实区间且a,b∈I,f(t)和g(t)是定义在I到R上的函数,

则:

69
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(A1)(DqIqf)(x)=f(x),(IqDqf)(t)=f(t)-f(0),(cDα
qIα

qf)(t)=f(t);
(A2)[a(t-s)](α)=aα(t-s)(α),tDq(t-s)(α)=[α]q(t-s)(α-1);
(A3)(Dqfg)(t)=(Dqf)(t)g(t)+f(qt)(Dqg)(t);

(A4)∫
b

a
f(t)(Dqg)(t)dqt=[f(t)g(t)]ba -∫

b

a
g(qt)(Dqf)(t)dqt.

这里iDq 表示与变量i有关的q 导数.
性质2[11] 设α,β≥0,f(x)是定义在[0,1]上的函数,则(Iβ

qIα
qf)(x)=(Iα+β

q f)(x).

性质3[11] 设α≥0,则(Iα
q
cDα

qf)(t)=f(t)-∑
「α⌉-1

n=0

tn

Γq(n+1)
Dn

q(f)(0).

性质4[6] 设α∈R+\N0,则(Dα+1
q f)(x)=(Dα

qDqf)(x).
引理1[11](Leray-Schauder选择定理) 设E是Banach空间B的凸闭子集,开集U⊆E,且0∈U.

设T∶췍U→E 是连续的紧算子,则下列二者之一成立:
(B1)存在一个x∈췍U,使得Tx=x;
(B2)存在一个x∈∂U 以及一个λ∈(0,1),有x=λTx.
引理2[11](Krasnoselskii不动点定理) 设K 是Banach空间E的有界凸闭子集,T+S在K 内至

少存在一个不动点,若T,S∶K →E 满足:
(C1)对任意x,y∈K,有Tx+Sy∈K;
(C2)T 是压缩映像;
(C3)S在K 上是全连续的.

2 主要结果及其证明

定理1 假设h∈C[0,1], M-( )1k-Mke-kξ
q -e-k

q ≠-1,则分数阶q 差分方程

 
cDα

q+kcDα-1( )q u(t)=h(t);

u(0)=Dqu(0)=0,u(1)=MDqu(ξ),ξ∈(0,1{ ]
(2)

有唯一解

 u(t)=e-kt
q∫

t

0
Ekqs

qIα-1h(s)dqs+ kt+e-kt
q -( )1 Kh, (3)

其中Kh= 1
Δ1

e-k
q∫

1

0
Ekqs

qIα-1
q h(s)dqs+kMe-kξ

q∫
ξ

0
Ekqs

qIα-1
q h(s)dqs-MIα-1

q h(ξ( )),Δ1= M-( )1k-Mke-kξ
q -

e-k
q +1.

证明  设u(t)是方程(2)的解.根据定义6和性质3,可得:

 Iα
q
cDα

qu(t)=u(t)-a0-a1t-a2t2,Iα-1
q

cDα-1
q u(t)=u(t)-b1-b2t.

根据性质2有Iα
q
cDα-1

q u(t)=I1qIα-1
q

cDα-1
q u(t)=∫

t

0
u(t)dqt-b0-b1t- b1

[2]q
t2,所以由方程(2)有

 u(t)+k∫
t

0
u(s)dqs=Iα

qh(t)+c0+c1t+ c2
[2]q

t2,c0,c1,c2 ∈R. (4)

将式(4)两边做微分Dq 运算,可得

 Dq+( )ku(t)=Iα-1
q h(t)+c1+c2t. (5)

由边值条件u(0)=Dqu(0)=0得c1=0.由于Dq(Ekt
qu(t))=kEkqt

q u(t)+Ekqt
q Dqu(t)=Ekqt

q (Dq+k)u(t),
所以有

 Dq(Ekt
qu(t))=Ekqt

q Iα-1
q h(t)+c2( )t . (6)

将式(6)两边做积分Iq 运算,可得Ekt
qu(t)=∫

t

0
Ekqs

qIα-1
q h(s)dqs+c2∫

t

0
sEkqs

q dqs.又由于
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 ∫
t

0
Ekqs

qsdqs=1k∫
t

0
sDq(Eks

q )dqs=1k tEkt
q -∫

t

0
Ekqs

q dq( )s =1k tEkt
q -1k∫

t

0
Dq(Eks

q )dq
æ

è
ç

ö

ø
÷s =

  1k tEkt
q -1k

(Ekt
q -1æ

è
ç

ö

ø
÷)=kEkt

qt-Ekt
q +1

k2
,

于是有Ekt
qu(t)=∫

t

0
Ekqs

qIα-1
q h(s)dqs+c2kEkt

qt-Ekt
q +( )1

k2 .故有

 u(t)= 1Ekt
q∫

t

0
Ekqs

qIα-1
q h(s)dqs+c2kEkt

qt-Ekt
q +( )1

k2Ekt
q

=e-kt
q∫

t

0
Ekqs

qIα-1
q h(s)dqs+kt+e-kt

q -1
k2 c2.(7)

将式(7)两边做微分Dq 运算,可得Dqu(t)=Iα-1
q h(t)-ke-kt

q∫
t

0
Ekqs

qIα-1
q h(s)dqs+ 1-e-kt( )q

k c2.由边值条

件u(1)=MDqu(ξ),可得

 c2=
k2e-k

q∫
1

0
Ekqs

qIα-1
q h(s)dqs+k3Me-kξ

q∫
ξ

0
Ekqs

qIα-1
q h(s)dqs-Mk2Iα-1

q h(ξ)

M-( )1k-Mke-kξ
q -e-k

q +1
. (8)

将式(8)代入式(7)即可得式(3).
设空间U =C[0,1],赋范数 ‖u‖ =max

0≤t≤1
u(t),显然 U,( )· 是Banach空间,设空间 W =

(u,v)|(u,v)∈U×( )U ,赋范数‖(u,v)‖= ‖u‖+‖v‖,显然(W,‖(u,v)‖)也是Banach空间.
根据定理1,定义算子T∶W →W 如下:

 T(u,v)(t)= T1(u,v)(t),T2(u,v)(t( )), (9)

其中:

 T1(u,v)(t)=e-kt
q∫

t

0
Ekqs

qIα-1
q f(s,u(s),v(s))dqs+ kt+e-kt

q -( )1 Kf;

 T2(u,v)(t)=e-kt
q∫

t

0
Ekqs

qIβ-1
q g(s,u(s),v(s))dqs+ kt+e-kt

q -( )1 Kg.

这里

 Kf =1Δ1
e-k

q∫
1

0
Ekqs

qIα-1
q f(s,u(s),v(s))dqs( +

   kMe-kξ
q∫

ξ

0
Ekqs

qIα-1
q f(s,u(s),v(s))dqs-MIα-1

q f(ξ,u(ξ),v(ξ )));

 Kg =1Δ2
e-k

q∫
1

0
Ekqs

qIβ-1
q g(s,u(s),v(s))dqs( +

   kNe-kη
q∫

η

0
Ekqs

qIβ-1
q g(s,u(s),v(s))dqs-NIβ-1

q g(η,u(η),v(η ))).

 Δ1= M-( )1k-Mke-kξ
q -e-k

q +1;Δ2= N-( )1k-Nke-kη
q -e-k

q +1.
为了方便计算,记:

 ω1= Δ1 +(k+e-k
q -1)(2k Mξα-1+1)
Δ1 kΓq(α)

;ω2= Δ2 +(k+e-k
q -1)(2k N ηβ-1+1)
Δ2 kΓq(β)

;

 Ω1=2k+e-k
q -( )1

Δ1
e-k

q∫
1

0
Ekqs

qIα-1
q p1(s)dqs+k M e-kξ

q∫
ξ

0
Ekqs

qIα-1
q p1(s)dqs+ M Iα-1

q p1(ξ( ));

 Ω2=2k+e-k
q -( )1

Δ1
e-k

q∫
1

0
Ekqs

qIα-1
q p2(s)dqs+k M e-kξ

q∫
ξ

0
Ekqs

qIα-1
q p2(s)dqs+ M Iα-1

q p2(ξ( ));

 Ω3=2k+e-k
q -( )1

Δ2
e-k

q∫
1

0
Ekqs

qIβ-1
q q1(s)dqs+k Ne-kη

q∫
η

0
Ekqs

qIβ-1
q q1(s)dqs+ N Iβ-1

q q1(η( ));

 Ω4=2k+e-k
q -( )1

Δ2
e-k

q∫
1

0
Ekqs

qIβ-1
q q2(s)dqs+k Ne-kη

q∫
η

0
Ekqs

qIβ-1
q q2(s)dqs+ N Iβ-1

q q2(η( ));

 Ω=max{Ω1,Ω2,Ω3,Ω4}.
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首先,利用Leray-Schauder选择定理证明边值问题(1)至少存在一个解.
定理2 边值问题(1)至少有一个解,假设如下(H1)和(H2)成立:
(H1)存在连续单调递增函数ψi,ϕi∶[0,∞)→ [0,∞)(i=1,2)和连续函数Gi,Hi∶[0,1]→R

(i=1,2,3),使得对 ∀(t,u,v)∈[0,1]×R×R有:f(t,u,v)≤G1(t)ψ1(u )+G2(t)ψ2(v )+
G3(t),g(t,u,v)≤H1(t)ϕ1(u )+H2(t)ϕ2(v )+H3(t);

(H2)存在一个常数r>0,使得r> ‖G1‖ψ1(r)+‖G2‖ψ2(r)+‖G3( )‖ ω1+(‖H1‖ϕ1(r)+
‖H2‖ϕ2(r)+‖H3‖)ω2.

证明  设T是式(9)中定义的算子,由于f,g是连续函数,所以T是连续的.为了应用引理1,首先

证明T在集合췍Br= (u,v)∈W|‖(u,v)‖ ≤{ }r 上一致有界,其中r为条件(H2)中的正常数.事实上,

∀(u,v)∈췍Br 和t∈[0,1],有

 T1(u,v)(t)≤ max
0≤t≤1

e-kt
q∫

t

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1) f(m,u(m),v(m))dqm)dq{ s+

  kt+e-kt
q -1

Δ1
e-k

q∫
1

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1) f(m,u(m),v(m))dqm)dq

æ

è
ç s+

  k M e-kξ
q∫

ξ

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1) f(m,u(m),v(m))dqm)dqs+ M ·

  ∫
ξ

0

(ξ-qm)(α-2)
Γq(α-1) f(m,u(m),v(m))dq ö

ø
÷ }m ≤‖G1‖ψ1

(‖u‖)+‖G2‖ψ2(‖v‖)+‖G3‖
Δ1 kΓq(α)

·

  max
0≤t≤1

Δ1 tα-1+ kt+e-kt
q -( )1 2k Mξα-1+( ){ }1 ≤

  ‖G1‖ψ1(‖u‖)+‖G2‖ψ2(‖v‖)+‖G3‖
Δ1 kΓq(α)

Δ1 + k+e-k
q -( )1 2k Mξα-1+( )[ ]1 ≤

  ‖G1‖ψ1(r)+‖G2‖ψ2(r)+‖G3( )‖ ω1.
同理可得

 T2(u,v)(t)≤ ‖H1‖ϕ1(‖u‖)+‖H2‖ϕ2(‖v‖)+‖H3‖
Δ2 kΓq(β)

·

  max
0≤t≤1

Δ2 tβ-1+ kt+e-kt
q -( )1 2k N ηα-1+( ){ }1 =

  ‖H1‖ϕ1(r)+‖H2‖ϕ2(r)+‖H3‖
Δ2 kΓq(β)

Δ2 + k+e-k
q -( )1 2k N ηα-1+( )[ ]1 ≤

  (‖H1‖ϕ1(r)+‖H2‖ϕ2(r)+‖H3‖)ω2.
因此 ‖T(u,v)‖ ≤ ‖G1‖ψ1(r)+‖G2‖ψ2(r)+‖G3( )‖ ω1 +(‖H1‖ϕ1(r)+ ‖H2‖ϕ2(r)+
‖H3‖)ω2 ≤r,故T(췍Br)是一致有界的.

其次证明T(췍Br)是等度连续的.事实上,∀t1,t2 ∈[0,1]且t1 <t2,有

 T1(u,v)(t2)-T1(u,v)(t1)= e-kt2q -e-kt1( )q ∫
t2

0
Ekqs

qIα-1
q f(s,u(s),v(s))dqs+

  e-kt1q∫
t2

t1
Ekqs

qIα-1
q f(s,u(s),v(s))dqs+ kt2-kt( )1 + e-kt2q -e-kt1( )[ ]q Kf →0t1 →t( )2 .

同理可得 T2(u,v)(t2)-T2(u,v)(t1)→0t1 →t( )2 ,于是有 T(u,v)(t2)-T(u,v)(t1)→0(t1 →
t2),故T(췍Br)是等度连续的.根据Arzela-Ascoli定理可知췍Br 是紧的,由此知T(u,v)是全连续的.

最后证明引理1中的条件(B2)不成立.假设条件(B2)成立,则存在λ∈(0,1),且(u,v)∈∂Br,使得

(u,v)=λT(u,v).故对于∀t∈[0,1],有u(t)=λT1(u,v)(t),v(t)=λT2(u,v)(t),因此有‖(u,v)‖=
r,且

 u(t)=λ T1(u,v)(t)<

  ‖G1‖ψ1(r)+‖G2‖ψ2(r)+‖G3‖
Δ1 kΓq(α)

Δ1 + k+e-k
q -( )1 2k Mξα-1+( )[ ]1 ,
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 v(t)=λ T2(u,v)(t)<

  ‖H1‖ϕ1(r)+‖H2‖ϕ2(r)+‖H3‖
Δ2 kΓq(β)

Δ2 + k+e-k
q -( )1 2k N ηα-1+( )[ ]1 .

即 ‖u‖ < (‖G1‖ψ1(r)+ ‖G2‖ψ2(r)+ ‖G3‖)ω1,‖v‖ < (‖H1‖ϕ1(r)+ ‖H2‖ϕ2(r)+
‖H3‖)ω2.因此有 ‖(u,v)‖ < (‖G1‖ψ1(r)+ ‖G2‖ψ2(r)+ ‖G3‖)ω1 + (‖H1‖ϕ1(r)+
‖H2‖ϕ2(r)+‖H3‖)ω2.故有r< ‖G1‖ψ1(r)+‖G2‖ψ2(r)+‖G3( )‖ ω1+(‖H1‖ϕ1(r)+
‖H2‖ϕ2(r)+‖H3‖)ω2,这与(H2)矛盾,所以由引理1可得边值问题(1)至少有一个解.

其次,利用Krasnoselskii不动点定理证明边值问题(1)至少存在一个解.
定理3 边值问题(1)至少有一个解,假设如下(H3)—(H5)成立:

(H3)存在q 可积函数pi,qi∶[0,1]→[0,∞)(i=1,2),使得∀t∈[0,1],∀u1,u2,v1,v2∈R,有:

 f(t,u1,v1)-f(t,u2,v2)≤p1(t)u1-u2 +p2(t)v1-v2 ;

 g(t,u1,v1)-g(t,u2,v2)≤q1(t)u1-u2 +q2(t)v1-v2 ;

(H4)存在连续函数ρ1,ρ2∶[0,1]→ [0,∞),使得 ∀t∈[0,1],∀u,v∈R,有:f(t,u,v)≤

ρ1(t),g(t,u,v)≤ρ2(t);

(H5)Ω<1.
证明  为了应用引理2,定义函数:

 P1(u,v)(t)=e-kt
q∫

t

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1)f(m,u(m),v(m))dqm)dqs,

 P2(u,v)(t)= kt+e-kt
q -( )1 Kf, (10)

 Q1(u,v)(t)=e-kt
q∫

t

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(β-2)
Γq(β-1)g(m,u(m),v(m))dqm)dqs,

 Q2(u,v)(t)=(kt+e-kt
q -1)Kg. (11)

显然

 T1(u,v)(t)=P1(u,v)(t)+P2(u,v)(t),T2(u,v)(t)=Q1(u,v)(t)+Q2(u,v)(t).
令max
0≤t≤1

ρ1(t)=‖ρ1‖,max
0≤t≤1

ρ2(t)=‖ρ2‖,定义集合Br1 = (u,v)∈W|‖(u,v)‖ ≤r{ }1 ,其中

r1= max 2‖ρ1‖
Δ1 kΓq(α)

Δ1+(k+e-k
q -1)(2k Mξα-1( )), 2‖ρ2‖

Δ2 kΓq(β)
Δ2+(k+e-k

q -1)(2k Nηβ-1( ){ }) .

这里通过证明T1 在集合Br1
上的性质,类似地可得T2 在集合Br1

上也具有相同的性质.
首先证明算子P1(u1,v1)+P2(u2,v2)满足引理2中的(C1).注意到 ∀(u1,v1),(u2,v2)∈Br1

,有

 ‖P1(u1,v1)+P2(u2,v2)‖ ≤

  max
0≤t≤1

e-kt
q

Γq(α-1)∫
t

0
Ekqs

q (∫
s

0
(s-qm)(α-2) f(m,u1(m),v1(m))dqm)dq{ s+

  kt+e-kt
q -1

Δ1 Γq(α-1)
e-k

q∫
1

0
Ekqs

q (∫
s

0
(s-qm)(α-2) f(m,u2(m),v2(m))dqm)dq( s+

  k M e-kξ
q∫

ξ

0
Ekqs

q (∫
s

0
(s-qm)(α-2) f(m,u2(m),v2(m))dqm)dqs+

  M∫
ξ

0
(ξ-qm)(α-2) f(m,u2(m),v2(m))dq ) }m ≤

  ‖ρ1‖
Δ1 kΓq(α)

Δ1 + k+e-k
q -( )1 1+2k Mξα-( )( )1 ≤r1

2.

同理 ‖Q1(u1,v1)+Q2(u2,v2)‖ ≤r1
2.

其次证明算子P2 是压缩映射.事实上,∀(u1,v1),(u2,v2)∈Br1
,有
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 ‖P2(u1,v1)-P2(u2,v2)‖ ≤ max
0≤t≤1

kt+e-kt
q -1

Δ1
e-k

q∫
1

0
Ekqs({ q ·

  (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1) f(m,u1(m),v1(m))-f(m,u2(m),v2(m))dqm)dqs+

  k M e-kξ
q∫

ξ

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1) f(m,u1(m),v1(m))-f(m,u2(m),v2(m))dqm)dqs+

  M∫
ξ

0

(ξ-qm)(α-2)
Γq(α-1) f(m,u1(m),v1(m))-f(m,u2(m),v2(m))dq

ö

ø
÷ }m ≤

 ‖u1-u2‖k+e-k
q -( )1

Δ1
e-k

q∫
1

0
Ekqs

qIα-1
q p1(s)dqs+k Me-kξ

q∫
ξ

0
Ekqs

qIα-1
q p1(s)dqs+ MIα-1

q p1(ξ( ))+

‖v1-v2‖k+e-k
q -( )1

Δ1
e-k

q∫
1

0
Ekqs

qIα-1
q p2(s)dqs+k Me-kξ

q∫
ξ

0
Ekqs

qIα-1
q p2(s)dqs+ MIα-1

q p2(ξ( ))≤

 Ω2 ‖u1-u2‖+‖v1-v2( )‖ .

同理 ‖Q2(u1,v1)-Q2(u2,v2)‖ ≤ Ω2 ‖u1-u2‖+‖v1-v2( )‖ .

再次证明P1(u,v)是全连续.由于f是连续的,所以P1 是连续的.设(u,v)∈Br1
,则

 ‖P1 u,( )v ‖=max
0≤t≤1

e-kt
q∫

t

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1) f(m,u(m),v(m))dqm)dq{ }s ≤

  max
0≤t≤1

e-kt
q∫

t

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1)ρ1(t)dqm)dq{ }s ≤ ‖ρ1‖kΓq(α)

.

故有P1(Br1
)一致有界.

这里证明T(Br1
)是等度连续的.事实上,∀t1,t2 ∈[0,1]且t1 <t2,有

 P1(u,v)(t2)-P1(u,v)(t1)= e-kt2q -e-kt1( )q ∫
t2

0
Ekqs

qIα-1
q f(s,u(s),v(s))dqs+

  e-kt1q∫
t2

t1
Ekqs

qIα-1
q f(s,u(s),v(s))dqs→0t1 →t( )2 ,

因此P1(Br1
)是等度连续的.根据Arzela-Ascoli定理可知P1(Br1

)是紧的,由此知P1(u,v)是全连续.
最后证明假设中的所有条件都满足引理2.定义算子:

 P(u,v)(t)= P1 u,( )v (t),Q1 u,( )v (t( )),Qu,( )v (t)= P2 u,( )v (t),Q2 u,( )v (t( )). (12)

因此有

 T(u,v)(t)= T1(u,v)(t),T2(u,v)(t( ))=
  P1(u,v)(t)+P2(u,v)(t),Q1(u,v)(t)+Q2(u,v)(t( ))=
  P1(u,v)(t),Q1(u,v)(t( ))+ P2(u,v)(t),Q2(u,v)(t( ))=P(u,v)(t)+Q(u,v)(t).

综上所述,有:
(i)∀(u1,v1),(u2,v2)∈Br1

,有‖P(u,v)+Q(u,v)‖=‖P1(u,v)+P2(u,v)‖+‖Q1(u,v)+
Q2(u,v)‖ ≤r1.因此P(u,v)+Q(u,v)∈Br1

,满足引理2中的(C1).
(ii)∀t∈[0,1],∀(u1,v1),(u2,v2)∈Br1

,有‖Q(u1,v1)-Q(u2,v2)‖=‖P2(u1,v1)-P2(u2,

v2)‖+‖Q2(u1,v1)-Q2(u2,v2)‖≤Ω ‖u1-u2‖+‖v1-v2( )‖ .所以算子Q是压缩映射,满足引

理2中的(C2).
(iii)由于P1(Br1

)和Q1(Br1
)一致有界,所以P(Br1

)也一致有界.这是因为

 ‖Pu,( )v ‖=‖P1 u,( )v ‖+‖Q1 u,( )v ‖ ≤ ‖ρ1‖kΓq(α)+
‖ρ2‖
kΓq(β)

.

再设 ∀t1,t2 ∈[0,1]且t1 <t2,则 ∀(u,v)∈Br1
,有

 P(u,v)(t2)-P(u,v)(t1)= P1(u,v)(t2)-P1(u,v)(t1)+
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  Q1(u,v)(t2)-Q1(u,v)(t1)≤ e-kt2q -e-kt1( )q ∫
t2

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1)ρ1(m)dqm)dqs+e-kt1q ·

  ∫
t2

t1
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1)ρ1(m)dqm)dqs+(e-kt2q -e-kt1q )∫

t2

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(β-2)
Γq(β-1)ρ2(m)dqm)dqs+

  e-kt1q∫
t2

t1
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(β-2)
Γq(β-1)ρ2(m)dqm)dqs→0(t1 →t2).

因此P(Br1
)是等度连续的,根据Arzela-Ascoli定理知Br1

是紧的,由此可知P(u,v)是全连续的,且满

足引理2中的(C3).综上,由引理2知边值问题(1)至少有一个解.
最后,利用Banach压缩映像原理证明边值问题(1)存在唯一解.

定理4 假设(H3)成立,且e-k
q∫

1

0
Ekqs

q [Iα-1
q p1(s)+p2(s( ))+Iβ-1

q q1(s)+q2(s( ))]dqs+2Ω<1,则

边值问题(1)有唯一解.
证明 设max

t∈[0,1]
f(t,0,0)=K<+∞,max

t∈[0,1]
g(t,0,0)=L<+∞,BR= {(u,v)∈W|‖(u,v)‖≤R}.

这里取R≥ Kω1+Lω2

1-e-k
q∫

1

0
Ekqs

q [Iα-1
q (p1(s)+p2(s))+Iβ-1

q (q1(s)+q2(s))]dqs-2Ω
.

首先证明TBR ⊂BR.∀(u,v)∈BR,有

T1(u,v)(t)≤ max
0≤t≤1

e-kt
q∫

t

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1) f(m,u(m),v(m))-f(m,0,0)({ +

 f(m,0,0 )) dqm)dqs+kt+e-kt
q -1
Δ1

e-k
q∫

1

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1) f(m,u(m),v(m))-f(m,0,0)(æ

è
ç +

 f(m,0,0 )) dqm)dqs+k M e-kξ
q∫

ξ

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1) f(m,u(m),v(m))-f(m,0,0( )+

 f(m,0,0 )) dqm)dqs+ M∫
ξ

0

(ξ-qm)(α-2)
Γq(α-1) f(m,u(m),v(m))-f(m,0,0)( +

 f(m,0,0 )) dqm) } ≤ max0≤t≤1
e-kt

q∫
t

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1) p1(m)u(m)+p2(m)v(m({ )+

 )K dqm)dqs+kt+e-kt
q -1

Δ1
e-k

q∫
1

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1) p1(m)u(m)+p2(m)v(m)(æ

è
ç +

 )K dqm)dqs+k M e-kξ
q∫

ξ

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1) p1(m)u(m)+p2(m)v(m)+( )K dqm)dqs+

 M∫
ξ

0

(ξ-qm)(α-2)
Γq(α-1) p1(m)u(m)+p2(m)v(m)+( )K dq

ö

ø
÷ }m ≤

 ‖u‖ max
0≤t≤1

e-kt
q∫

t

0
Ekqs

qIα-1
q p1(s)dqs+kt+e-kt

q -1
Δ1

e-k
q∫

1

0
Ekqs

qIα-1
q p1(s)dq({ s+

 k M e-kξ
q∫

ξ

0
Ekqs

qIα-1
q p1(s)dqs+ M Iα-1

q p1(ξ ) }) +‖v‖ max
0≤t≤1

e-kt
q∫

t

0
Ekqs

qIα-1
q p2(s)dq{ s+

 kt+e-kt
q -1

Δ1
e-k

q∫
1

0
Ekqs

qIα-1
q p2(s)dq( s+k M e-kξ

q∫
ξ

0
Ekqs

qIα-1
q p2(s)dqs+ M Iα-1

q p2(ξ ) }) +

 K max
0≤t≤1

e-kt
q∫

t

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1)

dqm)dqs+kt+e-kt
q -1

Δ1
e-k

q∫
1

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1)

dqm)dq
æ

è
ç{ s+

 k M e-kξ
q∫

ξ

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1)

dqm)dqs+ M∫
ξ

0

(ξ-qm)(α-2)
Γq(α-1)

dq
ö

ø
÷ }m ≤

 e-k
q∫

1

0
Ekqs

qIα-1
q p1(s)+p2(s( ))dqs+( )Ω R+Kω1.

同理可得 T2(u,v)(t)≤ e-k
q∫

1

0
Ekqs

qIβ-1
q q1(s)+q2(s( ))dqs+( )Ω R+Lω2,因此有 ‖T(u,v)‖ ≤R.
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下面证明算子T 是一个压缩映射.事实上,∀(u1,v1),(u2,v2)∈W,有

 T1(u1,v1)(t)-T1(u2,v2)(t)≤ max
0≤t≤1

e-kt
q∫

t

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1){ ·

  f(m,u1(m),v1(m))-f(m,u2(m),v2(m))dqm)dqs+kt+e-kt
q -1

Δ1
·

  e-k
q∫

1

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1) f(m,u1(m),v1(m))-f(m,u2(m),v2(m))dqm)dq

æ

è
ç s+

  k M e-kξ
q∫

ξ

0
Ekqs

q (∫
s

0

(s-qm)(α-2)
Γq(α-1) f(m,u1(m),v1(m))-f(m,u2(m),v2(m))dqm)dqs+

  M∫
ξ

0

(ξ-qm)(α-2)
Γq(α-1) f(m,u1(m),v1(m))-f(m,u2(m),v2(m))dq

ö

ø
÷ }m ≤

  e-k
q∫

1

0
Ekqs

qIα-1
q p1(s)dqs+Ω1æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ‖u1-u2‖+ e-k
q∫

1

0
Ekqs

qIα-1
q p2(s)dqs+Ω2æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ‖v1-v2‖ ≤

  e-k
q∫

1

0
Ekqs

qIα-1
q p1(s)+p2(s( ))dqs+( )Ω ‖u1-u2‖+‖v1-v2( )‖ .

同理可得 T2(u1,v1)(t)-T2(u2,v2)(t)≤ (e-k
q∫

1

0
Ekqs

qIβ-1
q (q1(s)+q2(s))dqs+Ω)(‖u1-u2‖+‖v1-

v2‖),因此有 ‖T(u1,v1)-T(u2,v2)‖ ≤ (e-k
q∫

1

0
Ekqs

q [Iα-1
q (p1(s)+p2(s))+Iβ-1

q (q1(s)+q2(s))]dqs+

2Ω)(‖u1-u2‖+‖v1-v2‖).因此当e-k
q∫

1

0
Ekqs

q [Iα-1
q (p1(s)+p2(s))+Iβ-1

q (q1(s)+q2(s))]dqs+2Ω<1

时,算子T 是一个压缩映射.根据Banach压缩映像原理知,边值问题(1)存在唯一解.
特别地,∀t∈[0,1],当(H3)中的函数p1(s)=K1,p2(s)=K2,q1(s)=L1,q2(s)=L2时,其中Ki,

Li(i=1,2)为常数,可将定理4中的条件e-k
q∫

1

0
Ekqs

q [Iα-1
q p1(s)+p2(s( ))+Iβ-1

q q1(s)+q2(s( )) ]dqs+

2Ω<1改为K1ω1+L1ω2+K2ω1+L2ω2 <1.
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