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不可扩展的最大纠缠基和无偏基
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(后勤工程学院 管理科学与工程系,重庆401331)

摘要:讨论了C3⊗C4 量子系统中不可扩展的最大纠缠基和无偏基.首先在C3⊗C4 空间上研究了不可扩展的

最大纠缠基;其次通过改变C4 中的正交基,构造出另外一组不可扩展的最大纠缠基;最后对这两组不可扩展

的最大纠缠基分别进行完备化,并证明了这两组基是相互无偏的.
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Abstract:TheunextendiblemaximallyentangledbasesandmutuallyunbiasedbasesinC3⊗C4quantumsystem
arediscussed.TheunextendiblemaximallyentangledbasesinC3⊗C4arestudiedfirstly;thenanotherunex-
tendiblemaximallyentangledbasesareconstructedbychangingtheorthonormalbasisinC4;finally,thetwo
unextendiblemaximallyentangledbasesarecompletedandareprovedtobeunbiased.
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  量子纠缠作为一种基本物理资源,被广泛应用于量子计算、量子通信、量子隐形传态、量子超密编

码、量子纠错等方面.近年来,学者们对量子纠缠态进行了大量的研究,其中包括无偏基(MUBs)以及其

他类型的基,如基(PB)、不可扩充的积态基(UPBs)、最大纠缠基(MEB)等[1-4].UPB是一个不完全的正

交积态基,由它张成的子空间的正交补空间中的态都是纠缠态.在任意的 Hilbert空间Cn⊗Cm 中都存

在UPB,结合UPB中的不可扩充性与最大纠缠态,Bravyi和Smolin[5]首次提出并定义了 Hilbert空间

Cd⊗Cd 中的不可扩充的最大纠缠基(UMEB),还构造出部分Hilbert空间中的UMEB.此后,陈斌等[6]

通过UMEB构造出了两组无偏的完备UMEB.无偏基在量子信息处理、密码协议、多路干涉仪中波粒

二象性的量化等方面都有重要应用.在无偏基的相关研究中,给定维数的Hilbert空间中存在 MUBs的

最大个数倍受关注.目前,对于非素数方幂中 MUBs的最大个数虽然还未能确定,但自从引进 UMEB
之后,有学者成功地通过UMEB构造出了C2⊗C3 中的两个 MUBs[7-9].

本文将探讨C3⊗C4 量子系统中相互无偏的不可扩展的最大纠缠基.通过改变C4 中的标准正交

基,构造了C3⊗C4 中两个新的完备的不可扩充的最大纠缠基,并证明了这两组基分别与文献[10]中的

完备的不可扩充的最大纠缠基是相互无偏的.
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1 预备知识

定义1[5] 在两体系统A⊗B(A是d维,B是d′维)中,称态 φ>是最大纠缠态,若成立以下条件:

对系统A 中任意给定的一个标准正交基{iA>},总存在子系统B 的一个标准正交基{iB>}使得态

φ>能表示为 φ>=1
d∑

d-1

i=0
iA>⊗ iB>.

定义2[5] 一组态集{ϕi>∈Cd⊗Cd,i=1,2,3,…,n;n<d2}称为Cd⊗Cd 中的n 员不可扩展

的最大纠缠基(简称“n 员UMEBS”),如果下列条件成立:

(i)ϕi>是最大纠缠态,i=1,2,3,…,n;

(ii)<ϕi|ϕj>=δij =
0,i≠j;

1,i=j{ ,
即{ϕi>}两两正交;

(iii)若有态 ψ>满足<ϕi|ψ>=0,∀i=1,2,3,…,n,那么 ψ>一定不是最大纠缠态,即不存在与所有

ϕi>正交的最大纠缠态.

2013年,陈斌等[6]将不可扩展的最大纠缠基的概念推广到两个不同维数的两体系统Cd ⊗Cd′ 中:

定义3[6] 一组态集 ϕi>∈Cd ⊗Cd′,i=1,2,3,…,n;n<{ }dd′ 称为Cd ⊗Cd′(d′>d)中n 员

不可扩展的最大纠缠基(简称“n 员UMEBS”),如果下列条件成立:

(i)ϕi>是最大纠缠态,i=1,2,3,…,n;

(ii)ϕi>是一个标准的正交向量组;

(iii)不存在与所有 ϕi>正交的最大纠缠态,若有态 ψ>满足<ϕi|ψ>=0,∀i=1,2,3,…,n,那么

ψ>一定不是最大纠缠态.
定义4[11] 设Hilbert空间Cd 的两个标准正交基分别是:

 B1={φ1>,φ2>,…,φd>},B2={ψ1>,ψ2>,…,ψd>},

若这两个基满足 <φi|ψj>=1
d
(∀i,j=1,2,…,d),则称B1 和B2 是无偏基(MUBs).

设{B1,B2,…,Bm}是Hilbert空间Cd 上的m 个标准正交基的集合,若集合中任意两个基Bi 和Bj

都是相互无偏的,那么称该集合是最大无偏集.

2 C3⊗C4 中不可扩展的最大纠缠基

在Cd⊗Cd′(d′=qd+r,q,r∈N+ 且0<r<d)中不可扩展的最大纠缠基含有qd2 个成员[10],由

此不难给出C3 ⊗C4 中的一个不可扩展的最大纠缠基:

 ψn,m>=(Un,m ⊗I4)ψ>,n,m=0,1,2. (1)

 ψ>=1
3
(00′>+ 11′>+ 22′>),Un,m =∑

2

j=0
ξ

nj
3 j췍m><j ,n,m=0,1,2.

其中{0>,1>,2>}和{0′>,1′>,2′>,3′>}分别是C3 和C4 上的标准正交基,ξ3=e
2π -1
3 ,j⊗m 表

示模3加法.

3 利用C3⊗C4 中的UMEB构造 MUBs

将式(1)进行完备化,即需添加3个保证彼此规范正交的直积态:

 ψ3,0>=1
3
(03′>+ 13′>+ 23′>).
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 ψ3,1>=1
3
(03′>+w 13′>+췍w 23′>),

 ψ3,2>=1
3
(03′>+췍w 13′>+w 23′>), (2)

其中w=e
2πi
3 .经简单验算可知,式(1)和式(2)中的12个态正好构成了C3⊗C4 的一组完备正交基,记

I1={ψn,m>,n=0,1,2,3;m=0,1,2}.
保持C3 中的标准正交基不变,改变C4 中的标准正交基,如下所示:

 ε′0>=12
(0′>-w 1′>+ 2′>+ 3′>),

 ε′1>=12
(w 0′>+췍w 1′>-w 2′>+w 3′>),

 ε′2>=12
(- 0′>+ 1′>+췍w 2′>+ 3′>),

 ε′3>=12
(췍w 0′>+췍w 1′>+w 2′>-췍w 3′>).

根据这一组基,重复用文献[10]中的构造方法,便可得到C3 ⊗C4 中的另外一组UMEB:

 ϕn,m>=(Un,m ⊗I4)ϕ>,n,m=0,1,2,

其中 ϕ>=1
3
(0>ε′0>+ 1>ε′1>+ 2>ε′2>).

再添加如下3个积态对其进行完备化,便可得到C3 ⊗C4 中的另外一组完备正交基:

 ϕ3,0>=1
3
(췍w 0>ε′3>+w 1>ε′3>+췍w 2>ε′3>),

 ϕ3,1>=1
3
(췍w 0>ε′3>+ 1>ε′3>+ 2>ε′3>),

 ϕ3,2>=1
3
(0>ε′3>+ 1>ε′3>+췍w 2>ε′3>),

记I2={ϕn,m>,n=0,1,2,3;m=0,1,2}.
经过直接计算可知,上述两组完备的不可扩展的最大纠缠基I1={ψn,m>,n=0,1,2,3;m=0,1,2}

与I2={ϕn,m>,n=0,1,2,3;m=0,1,2}是无偏的,即在两组基中分别任取两个态做内积,都满足

 <ψn,m|ϕn′,m′>= 1
12
,n,m,n′,m′=0,1,2.

证明  <ψ0,0|ϕ1,0>=1
3
(<00′ +<11′ +<22′ )1

3
(0ε′0>+w 1ε′1>+w2 2ε′2>)=

  13
(<0′|ε′0>+w<1′|ε′1>+w2<2′|ε′2>)=16

(1+w췍w +w2췍w)=3+i3
12 .

 <ψ0,2|ϕ0,0>=1
3
(<02′ +<10′ +<21′ )1

3
(0ε′0>+ 1ε′1>+ 2ε′2>)=

  13
(<2′ε′0>+<0′ε′1>+<1′|ε′2>)=16

(1+w+1)=3+i3
12 .

 <ψ3,0|ϕ2,0>=1
3
(<03′ +<13′ +<23′ )1

3
(0ε′0>+w2 1ε′1>+w 2ε′2>)=

  13
(<3′|ε′0>+w2<3′|ε′1>+w<3′|ε′2>)=16

(1+w2w+w)=3+i3
12 .
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对上述结果分别取模可得 <ψ3,0|ϕ2,0>= <ψ0,2|ϕ0,0>= <ψ0,0|ϕ1,0>= 1
12

.事实上,满足这种关系的

完备的不可扩展的最大纠缠基并不唯一,还可以找到其他满足无偏条件的基.例如,设空间C4 中的标准

正交基为:

 ζ′0>=12
(0′>- 1′>+w 2′>+w 3′>),

 ζ′1>=12
(w 0′>+ 1′>-췍w 2′>+w 3′>),

 ζ′2>=12
(- 0′>+췍w 1′>+w 2′>+ 3′>),

 ζ′3>=12
(-췍w 0′>-췍w 1′>- 2′>+ 3′>).

由此同样可得到C3 ⊗C4 中的一组新的 UMEB:φn,m>=(Un,m ⊗I4)φ>,n,m=0,1,2.其中 φ>=
1
3
(0>ζ′0>+ 1>ζ′1>+ 2>ζ′2>).添加如下3个积态进行完备化,便可得到一组不同于上面两组的新

的完备的不可扩展的最大纠缠基.

 φ3,0>=1
3
(췍w 0>ζ′3>+ 1>ζ′3>+췍w 2>ζ′3>),

 φ3,1>=1
3
(w 0>ζ′3>+ 1>ζ′3>+ 2>ζ′3>),

 φ3,2>=1
3
(0>ζ′3>+ 1>ζ′3>+w 2>ζ′3>).

记I3={φn,m>,n=0,1,2,3;m=0,1,2}.可以验证,完备的不可扩展的最大纠缠基I3={φn,m>,n=0,

1,2,3;m=0,1,2}与I1={ψn,m>,n=0,1,2,3;m=0,1,2}也是无偏的.
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