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摘要:讨论了复模糊线性方程组Az=w,其中系数矩阵A是n×n阶实值矩阵,w是复模糊列向量,z是模糊

复未知向量.通过使用复模糊数的中心获得了原复模糊线性方程组的模糊复解,并且分析了解的存在性条件,

最后用2个数值算例验证了本文方法的可行性.
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Abstract:Inthispaper,westudiedthecomplexfuzzysystemoflinearequationAz=w,inwhichthecoefficient
matrixAwasarankrealvaluedmatrixwithn×n,w wasacomplexfuzzycolumnvector,andzwasan
unknowncomplexfuzzyvector.Thefuzzycomplexsolutionoftheoriginalcomplexfuzzylinearequationwas
expressedbythethecomplexfuzzynumberscenter,andtheexistenceconditionofthesolutionwasalsodis-
cussed.Finally,thefeasibilityofthemethodwasverifiedbytwonumericalexamples.
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  线性系统方程(组)在数学、物理和工程等领域具有广泛应用.在实际应用中,线性系统方程(组)常
常涉及参数的不确定性,即表现为一个模糊数[1],因此在解决此类问题时,经常把它转化为一个模糊系

统方程去考虑.模糊线性系统最早由 M.Fridman等于1998年提出[2],之后许多学者对实模糊线性系统

进行了研究,并取得了一些研究成果[3-6].但在实际应用研究中,许多参数都是复数[8],而且这些复数涉

及到不确定性,通常表现为复模糊数.1989年,J.J.Buckley在文献[9]引入了复模糊数;2009年,模糊

复线性系统的解被T.Rahgooy等考虑,并应用在电路分析之中[11];2010年,M.A.Jahantigh等研究了

n×n复模糊线性系统的分析解[12];2012年和2014年,D.Behera等[13-14]讨论了系数矩阵为复数矩阵情

形时的模糊线性系统的数值解;2016年,Guo和Zhang等[15-16]研究了复模糊线性系统的最小解以及利

用QR 分解方法解复模糊线性方程.鉴于上述研究,本文讨论了复模糊线性方程组Az=w,其中系数矩

阵A是n×n阶实值矩阵,w是一列任意复模糊数向量,并获得了复模糊线性方程组的复解.

1 预备知识

定义1(模糊数[1]) 记E1= u∶R→I=[0,1{ }]满足以下性质:1)u是正规的模糊集;2)u是凸模
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糊集,即对 ∀x,y∈R,λ∈[0,1],有uyλx+(1-λ)( )y ≥ minu(x),u(y{ });3)u是上半连续函数;

4)[u]0= x∈R:u(x)>{ }0 是紧集.
引理1[10] 对u∈E1,以u

-
(r),췍u(r)记[u]r 的上、下端点,则u

-
(r)和췍u(r)均为[0,1]上的函数,且

满足:1)u
-
(r)单调非降左连续;2)췍u(r)单调非增左连续;3)u

-
(1)≤췍u(1);4)u-(r)和췍u(r)在r=0处右

连续.反之,若对任何满足上述条件1)—4)的[0,1]上的函数a(r)和b(r),存在唯一的模糊数u∈E1,

使得[u]r=[a(r),b(r)],r∈[0,1].
基于Zadeh的扩张定理,Dubois[10]就模糊数的加法、减法和数乘给出了如下的计算公式.设x=

x
-
(r),췍x(r( )),y= y

-
(r),췍y(r( )),0≤r≤1和任意实数k,有:

1)x=y当且仅当x
-
(r)=y

-
(r),췍x(r)=췍y(r);

2)x+y= x
-
(r)+y

-
(r),췍x(r)+췍y(r( ));

3)x-y= x
-
(r)-췍y(r),췍x(r)-y

-
(r( ));

4)kx=
kx

-
,k췍( )x ,k≥0;

k췍x,kx( )
-
,k<0{ ;

5)x×y=
minx

-
(r)×y

-
(r),x

-
(r)×췍y(r),췍x(r)×y

-
(r),췍x(r)×췍y(r( ))

maxx
-
(r)×y

-
(r),x

-
(r)×췍y(r),췍x(r)×y

-
(r),췍x(r)×췍y(r( )

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

)
.

定义2[13] 对任意模糊数u= u
-
(r),췍u(r[ ]),r∈[0,1],称uc=

u
-
(r)+췍u(r)
2

,r∈[0,1]为模糊数

u的模糊中心.
定义3[13-14] 任意复模糊数可以表示为X=p+iq,其中p=(p

-
(r),췍p(r)),q=q

-
(r),췍q(r( )),r∈

[0,1]是模糊数.于是复模糊数X= X
-
(r),췍X(r( ))= p

-
(r)+iq

-
(r),췍p(r)+i췍q(r( )).

设任意复模糊数z1=x1+iy1,z2=x2+iy2(其中x1,y1,x2,y2是模糊数),则复模糊数的加法和数

乘计算如下:

1)z1+z2=(x1+x2)+i(y1+y2);

2)z1×z2= (x1×x2)-(y1×y2{ })+i(x1×y2)+(y1×x2{ }).

定义4[13] 对任意复模糊X= X
-
(r),췍X(r( ))= p

-
(r)+iq

-
(r),췍p(r)+i췍q(r( )),称Xc =

X
- +췍X
2 =

p
-
(r)+췍p(r( ))

2 +i
q
-
(r)+췍q(r( ))

2 =pc+iqc(其中pc,qc是模糊数p,q的模糊中心)为复模糊数X的中心.

2 复模糊线性方程组的解法

定义5[12] n×n模糊线性方程组

 

a11z1+a12z2+…+a1nzn =w1,

a21z1+a21z2+…+a2nzn =w2,
︙

an1z1+an2z2+…+annzn =wn

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,

(1)

其中系数矩阵A= ai( )j 是n×n阶实矩阵,并且wi=bi+idi,1≤i≤n是复模糊数,称方程组(1)为复

模糊线性方程组.
方程(1)用矩阵表示为

 Az=w, (2)
于是,方程(2)可表示为
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 Ae+i( )f =b+id(其中xj=ej+ifj). (3)

定理1 复模糊线性方程组(2)可转化为如下分明线性方程组:

 Azc=wc,即∑
n

j=1
aijec

j=bc
i,∑

n

j=1
aijfc

j=dc
i (4)

和∑
n

j=1
aij (ec

j+ifc
j)-(Δej+iΔfj),(ec

j+ifc
j)+(Δej+iΔfj[ ])=(w-i,췍wi),即

 ∑
aij≥0

aij (ec
j+ifc

j)-(Δej+iΔfj[ ])+∑
aij<0

aij (ec
j+ifc

j)+(Δej+iΔfj[ ])=w
-i; (5)

 ∑
aij≥0

aij (ec
j+ifc

j)+(Δej+iΔfj[ ])+∑
aij<0

aij (ec
j+ifc

j)-(Δej+iΔfj[ ])=췍wi. (6)

证明  方程(3)可写成如下形式:

 ∑
n

j=1
aij(ej+ifj)=wi, (7)

则根据定义4,有zj=(z-j,췍zj)=(e
-
j+if

-
,췍e+i췍f)=((ec

j+ifc
j)-(Δej+iΔfj),(ec

j+ifc
j)+(Δej+iΔfj)).

设zc
j=ec

j+ifc
j,Δzj=Δej+iΔfj 和w=(w-,췍w),则方程(7)可化为方程

 ∑
n

j=1
aij (ec

j+ifc
j)-(Δej+iΔfj),(ec

j+ifc
j)+(Δej+iΔfj[ ])=(w-i,췍wi).接下来,利用模糊数

e,f,w 的中心方程(7)变为

 ∑
n

j=1
aijec

j=bc
i, ∑

n

j=1
aijfc

j=dc
i. (8)

将通过方程(8)获得的ec
j,fc

j 值代入方程(7)可得:

 ∑
aij≥0

aij (ec
j+ifc

j)-(Δej+iΔfj[ ])+∑
aij<0

aij (ec
j+ifc

j)+(Δej+iΔfj[ ])=w
-i;

 ∑
aij≥0

aij (ec
j+ifc

j)+(Δej+iΔfj[ ])+∑
aij<0

aij (ec
j+ifc

j)-(Δej+iΔfj[ ])=췍wi.

由以上方程能得到Δej,Δfj.于是,可得到解为

 zj=(z-j,췍zj)= e
-
j+if

-
,췍e+i췍( )f = (ec

j+ifc
j)-(Δej+iΔfj),(ec

j+ifc
j)+(Δej+iΔfj( )).

定理2 如果z是复模糊方程组Az=w的一个复模糊解,那么z= z
-
,췍( )z 是复模糊线性方程组(1)

的解.

证明  由
zc=

z
-+췍z
2

Δz=
췍z-z

-

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 2

,可得到
z
- =zc-Δz
췍z=zc+Δ{ z

,于是得到z=(z-,췍z).又因为z是复模糊方程组Az=w

的一个复模糊解,所以z= z
-
,췍( )z =(zc-Δz,zc+Δz)是复模糊线性方程组(1)的解.

推论1 如果w是对称复模糊向量,那么z也是对称复模糊向量.
定义6 设z=z

-i
(r),췍zi(r( )),1≤r≤n表示Az=w的一个解,模糊数向量U=u

-i
(r),췍u(r( )),1≤

i≤n,0≤r≤1有如下表示:

 u
-i
(r)=minx

-i(r),췍xi(r),x-i(1 }{ ), 췍ui(r)=maxx
-i(r),췍xi(r),x-i(1 }{ ).

若 z
-i
(r),췍zi(r( )),1≤i≤n都是复模糊数,并且u

-i
(r)=x

-i(r),췍ui(r)=췍xi(r),那么U 称为强复模糊解;

否则,U 为弱复模糊解.

3 算例分析

例1 考虑系数矩阵2×2阶复模糊线性方程组
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x1+x2= r+i1+( )r ,2-( )r +i3-( )( )r ,

x1+3x2= 4+( )r +ir-( )4 ,7-2( )r +i-1-2( )( )r{ ,

利用方程(4),有
ec
1+ec

2=1,

ec
1+3ec

2=11-r
ì

î

í

ïï

ïï 2
和

fc
1+fc

2=2,

fc
1+3fc

2= -5-r
2

ì

î

í

ïï

ïï ,
解得ec

1=17-r
8

,ec
2=9-r

8
,fc

1=7-r
8
,

fc
2= -9-r

8 .将ec
1,ec

2,fc
1,fc

2 代入方程(5),得

 
Δe1+Δe( )2 +iΔf1+Δf( )2 = 1-( )r +i1-( )r ,

Δe1+3Δe( )2 +iΔf1+3Δf( )2 =3-3r
2 +i3-3r

2

ì

î

í

ïï

ïï ,

解得Δe1=3-3r
4

,Δe2 =1-r
4
,Δf1 =3-3r

4
,Δf2 =1-r

4 .于是有e1 = 11+5r
8

,23-7ræ

è
ç

ö

ø
÷

8
;e2 =

1+5r
8

,13-7ræ

è
ç

ö

ø
÷

8
;f1= 7+r

8
,11-3ræ

è
ç

ö

ø
÷

8
;f2= -11+r

8
,-7-3ræ

è
ç

ö

ø
÷

8 .因此,

 
x1=e1+if1= 11+5r

8 +i1+5r
8

,23-7r
8 +i13-7ræ

è
ç

ö

ø
÷

8
,

x2=e2+if2= 7+r
8 +i-11+r

8
,11-3r
8 +i-7-3ræ

è
ç

ö

ø
÷

8

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

图1 模糊电流 电压电路图

例2 考虑如图1所示的电路问题.
由图1电路可得到如下方程组:

 

3I1-I2= (4+r,6-r)+i(-1+r,1-r[ ])-
  (r,2-r)+i(1-r,3-r[ ]),

-I1+4I2= (r,2-r)+i(1-r,3-r[ ])+
  (-2+r,-r)+i(-3+r,-1-r[ ]

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ),

其等价方程组为

 
3I1-I2=(2r+2,6-2r)+i(2r-4,0),

-I1+4I2=(2r-2,2-2r)+i(-2,2-2r){ .

利用方程(4),得到
3ec

1-ec
2=4,

-ec
1+4ec

2={ 0
和
3fc

1-fc
2=r-2,

-fc
1+4fc

2=r{ ,
解得ec

1=11,ec
2=411

,fc
1= -8-7r

11
,fc

2=

-2r-2
11 .将ec

1,ec
2,fc

1,fc
2 代入方程(5)中,解 得 Δe1 =1431-66r

121
,Δe2 = -586-44r

121
,Δf1 =

42-163r
121

,Δf2=44+38r
121 .于是,

 
I1= -1310+66r

121 +i-130+86r
121

,1552-66r
121 +i-46-240ræ

è
ç

ö

ø
÷

121
,

I2= 630+44r
121 +i16r+22

121
,-542-44r

121 +i-60r-66æ

è
ç

ö

ø
÷

121

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .
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图6 优化前后的压力角变化曲线

3 结论

本文利用 ADAMS仿真软件对肘杆式机械

压力机的参数化模型进行了仿真优化,结果表明:

优化后压力机工作过程中的最大压力角较优化前

减小了36.6169°,优化效果明显,表明压力机的传

力性能获得了显著提升.本文的研究结果对压力

机传动机构的参数设计具有一定的参考价值,达

到了预期的优化目的.本文在研究中未能对机构

中刚性较高的构件进行柔性化处理,所以会对计

算结果的精确度有一定的影响,今后将对此做进

一步研究,以提高本文方法的优化性能.
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