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摘要:考虑了一类Riemann-Liouville型非线性分数阶q 对称差分方程边值问题正解的存在性.首先分析了

格林函数的一些性质,然后利用锥上的不动点定理证明了该方程正解的存在性,最后通过实例验证了本文所

得结论的正确性.
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0 引言

q 微积分概念由Jackson于1910年提出[1-2],之后Al-Salam[3]和Agarwal[4]给出了分数阶q 微积分的

基本概念和性质,丰富了q 差分微积分的基本理论.由于分数阶微积分可以处理含有任意阶导数的问

题,因此它在许多领域得到了广泛应用,其相关研究也取得了一些成果[5-6].近年来,许多学者对分数阶

q 微积分边值问题也进行了研究,例如:R.Ferreira在文献[8-9]中分别在条件α∈(1,2],u(0)=u(1)=
0和α∈(2,3],u(0)=Dqu(0)=0,Dqu(1)=β下,利用锥上的不动点定理研究了分数阶q 差分方程

(Dα
qu)(t)+f(t,u(t))=0,0≤t≤1解的存在性;Liang等[10]研究了分数阶q 差分方程(Dα

qu)(t)+f(t,

u(t))=0,0≤t≤1的三点边值问题;Zhao等[11]研究了带有分数阶q 积分边界条件的分数阶q 差分

方程(Dα
qu)(t)+f(t,u(t))=0,0≤t≤1的正解的存在性,给出了该边值问题相应格林函数的性质,并

利用压缩映像原理、单调迭代方法以及Krasnoselskii不动点定理证明了正解的存在性.其他相关成果

还可参阅文献[12-15].目前为止,相关分数阶q 对称微积分的研究鲜有报道,2016年Sun等在文献
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[16]中引入了分数阶q 对称积分和导数的概念,并证明了它们的一些性质.基于文献[16]的研究结果,

本文将研究一类非线性分数阶q 对称差分方程边值问题正解的存在性.

1 预备知识

定义1[16] [a]q=1-q2a
1-q2

(a∈R),[0]q! =1,[n]q! =[n]q[n-1]q… [1]q.

定义2[16] 幂指函数(a-b)n 的q 对称类似定义为:

 (a-b)
(0)=1;(a-b)

(k)=∏
k-1

i=0

(a-bq2i+1),k∈N,a,b∈R;

 (a-b)
(α)=aα

∏
∞

i=0

(1-b
aq2i+1)

∏
∞

i=0

(1-b
aq2(i+α)+1)

,α∈R,a≠0.

特别地,b=0时췍a(α)=aα,a=0时(a-b)
(α)=0.

定义3[16] 函数x(t)的q 对称导数定义为:(췍Dqx)(t)=x(qt)-x(q-1t)
(q-q-1)t

,(췍Dqx)(0)=x′(0),函

数x(t)的高阶q 对称导数定义为:(췍D0
q,0x)(t)=x(t),(췍Dn

q,0x)(t)=(췍Dq,0
췍Dn-1

q,0x)(t),n∈N.

定义4[16] q 对称Γ函数定义为췍Γq(x)=(1-q)
(x-1)(1-q2)1-x(x∈R/{0,-1,-2,…}).x∈

R\0,-1,-2{ },… .易知췍Γq(1)=1,췍Γq(x+1)=[x]q췍Γq(x).
定义5[16] 函数x(t)的q 对称积分定义为:

 (췍Iq,0x)(t)=∫
t

0
x(s)췍dqs=t(1-q2)∑

∞

k=0
q2kx(tq2k+1),(췍Iq,ax)(t)=∫

t

0
x(s)췍dqs-∫

a

0
x(s)췍dqs.

函数x(t)的高阶q 对称积分定义为:

 (췍I0q,0x)(t)=x(t),(췍In
q,0x)(t)=(췍Iq,0

췍In-1
q,0x)(t),n∈N.

定义6[16] 函数x(t)的q 对称分数阶积分定义为

 (췍Iα
q,0x)(t)= 1

췍Γq(α)q
α( )2∫

t

0
(t-s)

(α-1)x(qα-1s)췍dqs,

其中
αæ
è
ç

ö

ø
÷

k
= Γ(α+1)
Γ(k+1)Γ(α-k+1)

(k∈N).

定义7[16] 函数x(t)的q 对称Riemann-Liouville分数阶导数定义为

 (췍Dα
q,0x)(t)=

(췍I-α
q,0x)(t),α<0;

x(t),α=0;

(췍D[α]
q,0
췍I[α]-α

q,0 x)(t),α>0

ì

î

í

ï
ï

ïï .
这里[α]表示大于或等于α的最小整数.

性质1[16] 若α>0,a≤b≤t,则(t-a)
(α)≥ (t-b)

(α).
性质2[16] [a(t-s)]

(α)=aα (t-s)
(α),tDq (t-s)

(α)=[α]q (q-1t-s)
(α-1),sDq (t-q-1s)

(α)=

-[α]q(t-s)
(α-1).

引理1[16] (췍Dq,0
췍Iq,0x)(t)=x(t),(췍Iq,0

췍Dq,0x)(t)=x(t)-x(0).
引理2[16] 设α,β≥0,x(t)是定义在[0,1]上的连续函数,则有:

(a)(췍Iα
q,0
췍Iβ

q,0x)(t)=(췍Iα+β
q,0x)(t);

(b)(췍Dα
q,0
췍Iα

q,0x)(t)=x(t);

(c)存在ci∈R,i=1,2,…,N,使得(췍Iα
q,0
췍Dα

q,0x)(t)=x(t)+c1tα-1+c2tα-2+…+cNtα-N(t∈[0,1],

2
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α∈(N-1,N]).
引理3[16] 设α∈R+/N0,λ∈(-1,+∞),则:

(a)췍Iα
q,0tλ = Γq(λ+1)

Γq(λ+α+1)
q

α( )2 +λαtλ+α,

(b)췍Dα
q,0tλ = Γq(λ+1)

Γq(λ-α+1)
q

α( )2 -λαtλ-α.

引理4[16] 设α>0,x(t)是定义在[0,1]上的连续函数,则

 (췍Iα
q,0
췍Dq,0x)(t)=(췍Dq,0

췍Iα
q,0x)(t)- tα-1

Γq(α)
x(0).

引理5 췍Dq∫
t

0
f(t,s)췍dqs=∫

q-1t

0
췍Dqf(t,s)췍dqs+f(qt,t).

证明  췍Dq∫
t

0
f(t,s)췍dqs=췍Dq(t(1-q2)∑

∞

k=0
q2kf(t,q2k+1t))= 1

(q-q-1)t
(qt(1-q2)∑

∞

k=0
q2kf(qt,q2k+2t)-

q-1t(1-q2)∑
∞

k=0
q2kf(q-1t,q2kt))= ∑

∞

k=0
q2k+2f(qt,q2k+2t)+∑

∞

k=0
q2kf(q-1t,q2kt)= -∑

∞

k=0
q2kf(qt,q2kt)+

∑
∞

k=0
q2kf(q-1t,q2kt)+f(qt,t)=q-1t(1-q2)∑

∞

k=0
q2kf

(qt,q2kt)-f(q-1t,q2kt)
(q-q-1)t +f(qt,t)=∫

q-1
t

0
췍Dqf(t,s)췍dqs+

f(qt,t).
引理6[16] 设B 是Banach空间,P⊆B 是一个锥,Ω1 和Ω2 是包含于B 的开子集,且0∈Ω1,

Ω1 ⊆Ω2,并且进一步假设T∶P∩(Ω2\Ω1)→R是全连续算子.T在P∩(Ω2\Ω1)内至少有一个不动

点,如果下列条件之一成立:

1)‖Ty‖ ≤ ‖y‖,y∈P∩∂Ω1,‖Ty‖ ≥ ‖y‖,y∈P∩∂Ω2;

2)‖Ty‖ ≥ ‖y‖,y∈P∩∂Ω1,‖Ty‖ ≤ ‖y‖,y∈P∩∂Ω2.

2 主要结果及其证明

考虑非线性分数阶q 对称差分方程边值问题:

 (췍Dα
q,0x)(t)=-f(q-αt,x(q-αt)),0<t<qα; (1)

 x(0)=(췍Dqx)(0)=0,(췍Dqx)(1)=β≥0, (2)

其中2<α≤3,且f∶[0,1]×R→R是非负连续函数.利用引理2知,

 x(t)= -췍Iα
q,0f(q-αt,x(q-αt))+c1tα-1+c2tα-2+c3tα-3,0<t<1. (3)

由条件x(0)=0得c3=0.对式(3)两边求导并利用引理5得

 췍Dqx(t)=-췍Dq
췍Iα

q,0f(q-αt,x(q-αt))+c1[α-1]qtα-2+c2[α-2]qtα-2=

  -q
α( )2

췍Γq(α)∫
q-1t

0
췍Dq(t-s)

(α-1)f(q-1s,x(q-1s))췍dqs+c1[α-1]qtα-2+c2[α-2]qtα-2=

  -q
α( )2

췍Γq(α)∫
q-1t

0
[α-1]q(q-1t-s)

(α-1)f(q-1s,x(q-1s))췍dqs+c1[α-1]qtα-2+c2[α-2]qtα-2.

将边界条件(췍Dqx)(0)=0代入上式有c2=0,再利用条件(췍Dqx)(1)=β≥0,有

 췍Dqx(1)=- q
α( )2

췍Γq(α-1)∫
q-1

0
(q-1-s)

(α-2)f(q-1s,x(q-1s))췍dqs+c1[α-1]q=β,

所以c1=q
α( )2 -α+2

췍Γq(α)∫
q-1

0
(q-1-s)

(α-2)f(q-1s,x(q-1s))췍dqs+ β
[α-1]q

.由以上结果知

3
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 x(t)=
q

α( )2
췍Γq(α)∫

q-1

0
(q-1-s)

(α-2)f(q-1s,x(q-1s))췍dqs+ β
[α-1]qqα-

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 tα-1-

  q
α( )2

췍Γq(α)∫
t

0
(t-s)

(α-1)f(q-1s,x(q-1s))췍dqs=∫
q-1

0
G(t,s)f(q-1s,x(q-1s))췍dqs+hf(t),

其中G(t,s)= 1
췍Γq(α)q

α( )2
(q-1-s)

(α-2)tα-1-(t-s)
(α-1),0≤s≤q-1t≤q-1;

(q-1-s)
(α-2)tα-1,0≤q-1t≤s≤q-1{ ,

且

 hf(t)= β
[α-1]q

tα-1+ 1
췍Γq(α)q

α( )2∫
q-1t

t
(t-s)

(α-1)f(q-1s,q-1s)췍dqs,t∈[0,1].

引理7 函数G(t,s)有如下性质:

 G(t,s)≥0,G(t,s)≤G(1,s),(t,s)∈ [0,1]×[0,q-1]; (4)

 G(t,s)≥g(t)G(1,s),(t,s)∈ [0,1]×[0,q-1],g(t)=tα-1. (5)

证明 记g1(t,s)= (q-1-s)
(α-2)tα-1-(t-s)

(α-1),g2(t,s)= (q-1-s)
(α-2)tα-1,显然g2(t,s)≥0.对t≠

0,有g1(t,s)=(q-1-s)
(α-2)tα-1-(t-s)

(α-1)=tα-1((q-1-s)
(α-2)-(1-s

t
)
(α-1)

)≥tα-1((1-s)
(α-2)-

(1-s)
(α-1))≥0,所以G(t,s)≥0.进一步,对t∈[0,1],有췍Dqg1(t,s)= [α-1]q·(q-1-s)

(α-2)tα-2-

[α-1]q(q-1t-s)
(α-2)≥[α-1]qtα-2((1-s)

(α-2)-(1-s
t
)
(α-2)

)≥0,即g1(t,s)关于t是递增的.又

由于g2(t,s)关于t显然是递增的,由此知G(t,s)关于t是递增的,并且有G(t,s)≤G(1,s),0≤t≤1.

假设q-1t≥s,则G(t,s)
G(1,s)=

(q-1-s)
(α-2)tα-1-(t-s)

(α-1)

(q-1-s)
(α-2)-(1-s)

(α-1) =tα-1
(1-s)

(α-2)-(1-s
t
)
(α-1)

(1-s)
(α-2)-(1-s)

(α-1) ≥t
α-1;假设

q-1t≤s,则G(t,s)
G(1,s)=

(q-1-s)
(α-2)tα-1

(q-1-s)
(α-2)-(1-s)

(α-1)=t
α-1 (q-1-s)

(α-2)

(q-1-s)
(α-2)-(1-s)

(α-1)≥t
α-1.引理7得证.

注1 根据引理7有,

 min
t∈[τ,1]

G(t,s)≥τα-1G(1,s),s∈[0,q-1],τ∈(0,1). (6)

引理8 函数hf(t)≥0,且单调递增.

证明 由(q-1t-s)
(α-2)= (q-1t)α-2

∏
∞

i=0

(1- s
q-1tq

2i+1)

∏
∞

i=0

(1- s
q-1tq

2(i+α-1)+1)
≥0及函数f的非负连续性,有췍Dqhf(t)=

βtα-2+ 1
췍Γq(α-1)q

α( )2∫
q-2t

q-1t
(q-1t-s)

(α-2)f(q-1s,q-1s)췍dqs≥0,t∈[0,1].又因hf(0)=0,所以函数

hf(t)≥0.
设B=C[0,1]是一个具有上确界模‖x‖=sup

t∈[0,1]
x(t)的Banach空间,令τ=qn,n∈N,并且定

义一个锥P={x∈B,x(t)≥0,min
t∈[τ,1]

x(t)≥τα-1‖x‖}.

注2 定义算子T∶P→B,(Tx)(t)=∫
q-1

0
G(t,s)f(q-1s,x(q-1s))췍dqs+hf(t),则T(P)⊂P,且

T 是全连续.
为了给出本文主要结果,定义如下两个常数:

 M=∫
q-1

0
G(1,s)췍dqs+ 1

췍Γq(α-1)q
α( )2∫

q-1

1
(1-s)

(α-1)췍dqs,N=max
t∈[0,1]∫

q-1

τ
G(t,s)췍dqs.

定理1 令τ=qn,n∈Ν.假设函数f(t,x)是定义在[0,1]×[0,∞)上的非负连续函数.如果存在

4
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两个正常数r2 ≥r1 >0使得

 β
[α-1]q

+M max
(t,x)∈[0,1]×[0,r1]

f(t,x)≤r1, (7)

 β
[α-1]q

+N min
(t,x)∈[τ,1]×[τα-1r2,r2]

f(t,x)≥r2, (8)

那么问题(1)和(2)有一个解满足x(t)>0,t∈(0,1].
证明  令Ω1={x∈P,‖x‖<r1}.对x∈P∩∂Ω1,有0≤x(t)≤r1,t∈[0,1].利用公式(4)

和(7)可得

 ‖Tx‖=max
t∈[0,1]

[∫
q-1

0
G(t,s)f(q-1s,x(q-1s))췍dqs+hf(t)]=∫

q-1

0
G(1,s)f(q-1s,x(q-1s))췍dqs+

 β
[α-1]q

+∫
q-1

1
(1-s)

(α-1)f(q-1s,x(q-1s))췍dqs≤M max
(t,x)∈[0,1]×[0,r1]

f(t,x)+ β
[α-1]q

≤r1= ‖x‖.

令Ω2= {x∈P,‖x‖<r2}.对x∈P∩∂Ω2,有τα-1r2≤x(t)≤r2,t∈[τ,1].利用公式(6)和(8)可得

 ‖Tx‖=max
t∈[0,1]

[∫
q-1

0
G(t,s)f(q-1s,x(q-1s))췍dqs+hf(t)]=∫

q-1

0
G(1,s)f(q-1s,x(q-1s))췍dqs+

  βq2-α
[α-1]q

≥N min
(t,x)∈[τ,1]×[τα-1r2,r2]

f(t,x)+ βq2-α
[α-1]q

≥r2=‖x‖.

由引理6知,T 在P 上存在一个不动点使得r1 ≤ ‖x‖ ≤r2 且

 x=∫
q-1

0
G(t,s)f(q-1s,x(q-1s))췍dqs+βq2-αtα-1

[α-1]q
≥

  tα-1[∫
q-1

0
G(1,s)f(q-1s,x(q-1s))췍dqs+ βq2-α

[α-1]q
]=tα-1‖x‖,

所以x(t)>0,t∈(0,1].证毕.
例1 在问题(1)和(2)中,取α=2.5,q=τ=0.5,β=0,f(t,x)=x2(2+sinx).利用函数G(t,

s)的定义,通过计算可得

 M=∫
q-1

0
G(1,s)췍dqs+ 1

췍Γ(α-1)q
α( )2∫

q-1

1
(1-s)

(α-1)췍dqs=

  -1
[α-1]q

(q-1-q-1s)
(α-1)

+ 1
[α]q

(1-q-1s)
(αæ

è
ç

ö

ø
÷
) q-1

0
+ 1
췍Γq(α)q

α( )2 (1-q-1s)
(α) q-1

0 ≤

  1
[α-1]q

q1-α + 1
[α]q

(1-q-2)(α)- 1
[α]q

≤ 1
[α-1]q

q1-α <2.5,

则M max
(t,x)∈[0,1]×[0,r1]

f(t,x)≤2.5×3r21.选择r1 ≤ 1
7.5
,则式(7)成立.

同理,

 N=max
t∈[0,1]∫

q-1

τ
G(t,s)췍dqs≥∫

q-1

0.5
G(1,s)췍dqs=

-1
[α-1]q

(q-1-q-1s)
(α-1)æ

è
ç +

  
1
[α]q

(1-q-1s)
(α ö

ø
÷
) q-1

0.5
= 1
[α-1]q

(q-1-1)
(α-1)+ 1

[α]q
(1-q-2)(α)- 1

[α]q
(1-1)

(α)=

  q1-α
[α-1]q∏

∞

i=0

(1-q2i+2)
(1-q2(i+α))+

1
[α]q∏

∞

i=0

(1-q2i-1)
(1-q2(i+α)-1)-

1
[α]q∏

∞

i=0

(1-q2i+1)
(1-q2(i+α)+1)=

  q1-α
[α-1]q∏

∞

i=0

(1-q2i+2)
(1-q2(i+α))-q

-1(1-q2)∏
∞

i=0

(1-q2i+1)
(1-q2i+4)=
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  q-1(1-q2)[827 ∏
∞

i=0

(1-q2i+2)
(1-q2(i+α))-∏

∞

i=0

(1-q2i+1)
(1-q2i+4)

]≥

  q-1(1-q2)[827 -1]∏
∞

i=0

(1-q2i+2)
(1-q2(i+α))≥

0.6.

选择r2 ≥ 53
,则式(8)成立.由定理1知边值问题(1)和(2)有一个解满足x(t)>0,t∈(0,1].
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