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一类含有避难所和扩散项的食物链模型的稳定性
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(安徽财经大学 统计与应用数学学院,安徽 蚌埠233030)

摘要:讨论一类考虑食饵具有避难所的三种群食物链扩散系统.首先研究解的全局存在性与有界性,其次利

用线性化方法研究了非负平衡点的局部稳定性,最后利用Lyapunov函数方法研究了其正平衡点的全局渐近

稳定性.
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Abstract:Thethree-speciesfood-chainmodelwithpreyrefugeanddiffusivetermisconsideredinthispaper.
Firsttheglobalexistenceandboundednessofsolutionsarestudied,thenthelocalasymptoticstabilityofnon-
negativeequilibriumpointsisinvestigatedbylinearizationmethod,finallytheglobalasymptoticstabilityof

positiveequilibriumpointisobtainedduetotheLyapunovfunctiontechnique.
Keywords:food-chainmodel;refuge;stability

1 模型的建立

在自然界的生态系统中,捕食与被捕食是最基本的种间关系.为了避免被捕食者捕获,食饵种群通

常会将洞穴、悬崖壁、茂密的植被等场所作为天然的避难所.研究表明,避难所效应对种群系统的稳定性

具有重要作用[1-2].然而,目前为止关于食饵避难所在种群系统中的作用的研究大多还只集中在两种群

系统[3-5],且各个种群在自然界中的位置并不是固定不变的,大多有着向种群密度较低、自然资源丰富的

地区移动的本能.受文献[1-2,6]启发,本文主要研究如下考虑种群空间移动和食饵具有避难所的三种

群食物链系统:
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系统(1)中:u(x,t),v(x,t)和w(x,t)分别表示生物质资源、食饵种群和捕食者种群在位置x处在时刻

t的密度函数;所有系数均为正的常数,d表示种群的扩散系统,r表示资源的内禀增长率,k表示资源的

承载能力,a表示食饵对资源的消耗率,b表示捕食者对食饵的捕获率,c1 和c2 分别表示相应的转化率,

d1 和d2 分别表示食饵、捕食者的自然死亡率,m 表示使用避难所的食饵的恒定数量;Ω⊂RN(N ≥1)
是具有光滑边界∂Ω的有界区域,η 是边界的单位外法向量,Δ为Laplace算子,初值函数φi(x)(i=1,

2,3)非负且光滑.系统遵循Neumann边界条件,表示该生态系统是自封的,没有种群的流入和流出.
对系统(1),文献[1]研究了扩散系数d=0时解的有界性与动力学行为.由于平衡点是种群系统的

常数解,其稳定性有着重要意义,因此本文主要研究反应扩散系统(1)的解的基本性质、正平衡点的全

局稳定性,并进一步研究时滞因素对平衡点稳定性的影响.

2 基本性质

由于空间扩散不改变系统的常数稳态解的存在性,根据文献[1]中的结果可得如下引理:
引理1 系统(1)总有平凡平衡点E0=(0,0,0)和轴平衡点E1=(k,0,0);当ac1k>d1 时,系统

(1)有平面平衡点E2=(u0,v0,0)= d1/(ac1),r(ac1k-d1)/(a2c1k),( )0 ;当bc2r>ad2+abc2m 且

ac1u* >d1 时,系统(1)有正平衡点E* =(u*,v*,w*),其中u* =k(bc2r-ad2-abc2m)/(bc2r),

v* =d2+bc2m/(bc2),w* =c2v*(ac1u* -d1)/d2.
定理1 对任意的t∈ [0,+∞),系统(1)存在唯一且一致有界的非负解.
证明  利用文献[7]中的方法,容易证得系统(1)在[0,Tmax)上存在唯一的局部解(u(x,t),v(x,t),

w(x,t)),其中Tmax 是解的最大存在时间.此外,(0,0,0)是系统(1)的一个下解,从而解是非负的[8].如
果该解是一致有界的,即解的上下界与时间变量t无关,则可得Tmax=+∞,即得解的全局存在性.

下面证明解的一致有界性.首先记‖φi‖∞=sup
x∈Ω

φi(x),i=1,2,3.由系统(1)的第1个方程及解的

非负性,有ut-dΔu≤ru(1-u/k),根据抛物型微分方程的比较原理,可以得到u(x,t)≤ max{k,

‖φ1‖∞}췍M1.再由系统(1),有(c1c2u+c2v+w)t-dΔ(c1c2u+c2v+w)≤c1c2kr-μ(c1c2u+c2v+
w),其中μ=min{r,d1,bc2d2},根据比较原理得:

 v(x,t)≤ maxc1kr
μ
,c1 ‖φ1‖∞ +‖φ2‖∞ +1c2

‖φ3‖{ }∞ 췍M2,

 w(x,t)≤ maxc1c2kr
μ

,c1c2 ‖φ1‖∞ +c2 ‖φ2‖∞ +‖φ3‖{ }∞ 췍M3.

综上,定理1得证.
定理2 如果bc1c2kr≤μ(bc2m+d2),则系统(1)是非持续的.

证明  根据定理1的证明过程可知,存在正数T,当t>T 时,有 wt -dΔw ≤w(c1kr
μ

bc2 -

bc2m-d2).因此,若bc1c2kr≤μ(bc2m+d2),则limsup
t→∞

w(x,t)≤0,从而系统(1)是非持久的.

3 平衡点的稳定性

类似于文献[9],设0=μ1 <μ2 < … → +∞ 是Ω上 -Δ算子在无流边界条件下的特征值,并且

E(μi)是由μi 相应的特征函数组成的特征空间,定义空间分解:

(i)Xij ={c·ϕij:c∈R3},其中对于每个i,j=1,…,dimE(μi),ϕi{ }j 是E(μi)的标准正交基.

(ii)X={U ∈ [C1(Ω)]3:∂u∂η=∂v∂η=∂w∂η =0,x ∈∂Ω},这样空间可分解为 X=췍+∞
i=1Xi,其中

Xi=췍dimE(μi)j=1 Xij.
对系统(1)在非负平衡点处线性化,得到其特征方程.通过分析特征方程根的分布情况,可以得到
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如下关于平衡点局部稳定性的结果:
定理3 对系统(1),有:
(i)平衡点E0 总是不稳定的.
(ii)当ack1 <d1 时,平衡点E1 是稳定的;当ack1 >d1 时,平衡点E1 是不稳定的.
(iii)当ac1k>d1 且ac1u* <d1 时,平衡点E2 是稳定的;当ac1k>d1 且ac1u* >d1 时,平衡点

E2 是不稳定的.
(iv)当bc2r>ad2+abc2m 且ac1u* >d1 时,正平衡点E*是稳定的.
证明 这里主要对系统(1)进行线性化,讨论在相应平衡点处特征方程根的分布情况,进而可得平

衡点的稳定性结论.因此,在此仅证明(iv)情形即可,其他类似可得.在正平衡点E*处的线性化系统的

特征方程为

 λ3+a2λ2+a1λ+a0=0, (2)

其中a2=3dμi+r
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事实上,如果对任意的i≥0,特征方程的所有根都具有负实部,则对应的平衡点是局部渐近稳定

的;如果存在某个i≥0,使得特征方程至少含有1个具正实部的根,则对应的平衡点不稳定.通过计算,
在(iv)的条件下,a0-a1a2>0成立.再根据Routh-Hurwitz准则知,方程(2)的所有根都具有严格负实

部,从而知正平衡点E*是局部渐近稳定的.定理3得证.
下面,通过构造Lyapunov函数,利用LaSalle不变原理来证明正平衡点E*的全局渐近稳定性.
定理4 当bc2r>ad2+abc2m 且ac1u* >d1 时,正平衡点E*是全局渐近稳定的.
证明  首先构造Lyapunov函数:
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其中k1、k2、k2 均为待定的正数.对上式两边关于变量t求导,得
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选取k1=k2c1,bc2k3v* =k2(v* -m),则
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由此,根据LaSalle不变原理可以得到正平衡点E*的全局渐近稳定性.

5 结束语

本文研究了一类考虑食饵具有避难所的食物链反应扩散系统.根据本文中的定理3和定理4可知,
只要系统(1)存在正平衡点,则一定是全局渐近稳定的.对照文献[1]的相关结果发现,仅考虑种群的自

由扩散因素,忽略时滞或交错扩散,系统的稳定性不受影响.因此,为了探究系统(1)更复杂的动力学行

为,今后将进一步考虑具有时滞或交错扩散的食物链系统,以期得到不同于常微分系统的结果.
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