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一类高阶有理差分方程的全局行为
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摘要:考虑一类有理差分方程yn+1=A+ yn

∑
k

i=1
yn-i

,n=0,1,….首先利用判定稳定性的线性近似法和赫尔维

茨判据、儒歇定理得到该方程正平衡点的局部性质;然后证明了二阶有理差分方程的解的全局吸引性并推广

到高阶有理差分方程的情形;最后利用推广的结果得到当方程的系数满足一定条件时,该方程的唯一平衡点

是一个全局吸引子.
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Globalbehaviorofahigher-orderrationaldifferenceequation
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Abstract:Inthisarticle,therationaldifferenceequationyn+1 =A+ yn

∑
k

i=1
yn-i

(n=0,1,…)isinvestigated.In

termsoflinearapproximation,Rouché'stheoremandHurwitzcriterion,somesufficientconditionsensuring
thelocalpropertiesofpositiveequilibriumarederived.Weprovedtheglobalattractionofsecondorderrational
differenceequation.Alltheobtainedresultscanbegeneralizedtohigherorderdifferenceequation.Inaddition,

byemployingtheresultsofthegeneralization,weshowthattheuniquepositiveequilibriumoftheequationis
aglobalattractorwithabasinthatdependsoncertainconditionsofthecoefficient.
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0 引言

首先考虑一类差分方程:

 yn+1=A+ yn

∑
k

i=1
yn-i

,n=0,1,…, (1)

其中A∈(0,∞),k∈Z且k≥1,初始变量y-k,…,y0 为任意正实数.
文献[1]讨论了差分方程:

 yn+1=A+ yn

yn-k
,n=0,1,… (2)

的周期性,其中y-k,…,y0,A 均为正数,k∈Z且k≥2.文献[2]讨论了方程(2)的全局渐近稳定性.本
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文将在上述已得结论的基础上,讨论差分方程(1)所有正解的局部渐近稳定性、不变区间及全局吸引

性,并且讨论方程(1)的唯一正平衡点是全局吸引子的充分条件.
为了便于描述差分方程的动力学性质,先引入几个常用记号和一些已知结论.
令I是一个实数区间,函数f是Ik+1 上的具有连续偏导数的函数,则对满足初始条件y-k,…,y0∈I

(k∈N)的差分方程

 yn+1=f(yn,yn-1,…,yn-k),n=0,1,… (3)

必有唯一解{yn}∞n= -k.
定义1 若췍y=f췍y,췍y,…,췍( )y ,则췍y是方程(3)的一个平衡点,即当n≥-k时,yn=췍y是方程(3)的

一个平凡解或等价地췍y是f 的一个不动点.
设J⊆I,如果它满足条件y-k,…,y0∈J⇒yn∈J,n>0,则称实数区间J是方程(3)的不变区

间,即方程(3)初始条件取自区间J的每个解仍在J 中.
通常研究非线性差分方程的局部稳定性时,先将其线性化.方程(3)关于平衡点췍y的线性化方程为

 zn+1=∑
k

i=0

∂f
∂yi

췍y,…,췍( )yzn-i,n=0,1,…,

它的特征方程为λn+1=∑
k

i=0

∂f
∂yi

췍y,…,췍( )yλn-i.

定义2 设췍y为差分方程(1)的平衡点,则:

(a)若对∀ε>0,存在δ>0,使得当y-k,…,y0∈I满足∑
0

i= -k
yi-췍y <δ时,对一切n≥-k都有

yn -췍y <ε,则称平衡点췍y是局部稳定的;

(b)如果췍y是局部稳定的,且存在γ>0,使得当y-k,…,y0 ∈I满足∑
0

i= -k
yi-췍y <γ 时,都有

lim
n→∞

yn =췍y,则称平衡点췍y是局部渐近稳定的;

(c)如果对所有y-k,…,y0 ∈I都有lim
n→∞

yn =췍y,则称췍y是一个全局吸引子;

(d)若平衡点췍y既是局部稳定的又是全局吸引子,则平衡点췍y是全局渐近稳定的.

1 主要结论及其证明

方程(1)的唯一平衡点为췍y=A+1k
,它关于平衡点췍y的线性化方程为

 zn+1+ 1
kA+1

zn + 1
k(kA+1)∑

k

i=1
zn-i=0,n=0,1,….

设上述方程的解形如zn =λn,则它的特征方程是

 λn+1+ 1
kA+1

λn + 1
kkA+( )1 ∑

n-1

i=0
λi=0.

为了得到췍y的局部稳定性,需要引用复变函数中一个重要结论:

引理1[1](Rouché’s定理) 如果函数f(x)和h(x)在复平面某个有界区域上解析,而且在区域边

界上总有 f(x)> h(x),那么在区域内部f(x)和f(x)+h(x)的零点数目相同.
引理2[1](Hurwitz判据) 设有n次代数方程a0λn +a1λn-1+a2λn-2+…+an-1λ+an =0,式中

a0 >0.该方程一切根具有负实部的充要条件是下列不等式同时成立:

 Δ1=a1 >0,Δ2=
a1 a0
a3 a2

>0,Δ3=

a1 a0 0

a3 a2 a1
a5 a4 a3

>0,…,
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 Δn =

a1 a0 0 0 … … 0

a3 a2 a1 a0 0 … 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ⋱ ︙

a2n-1 a2n-2 a2n-3 a2n-4 a2n-5 … an

=anΔn-1 >0.

由于n维矩阵A 的特征方程是一个n次代数方程,故可用Hurwitz判据来确定方程(1)平衡点的稳

定性.由Hurwitz判据和Rouché’s定理可得到如下结果:

定理1 如果A> 1k
,那么方程(1)的唯一平衡点췍y是局部渐近稳定的.

证明  令f(λ)=λn+1,h(λ)= 1
kA+1

λn+ 1
k(kA+1)∑

n-1

i=0
λi.在圆周 λ =1上,f(λ)= λn+1 =

1,h(λ)≤ 1
kA+1

λn + 1
k(kA+1)∑

n-1

i=0
λ i = 2

kA+1
.因为A > 1k

,所以 f(λ)> h(λ).由

Rouché’s定理知在单位圆 λ ≤1内(不包括边界),f(λ)+h(λ)和f(λ)有相同个数的零点,这就表明

f(λ)+h(λ)有k+1个零点,即特征方程λn+1+ 1
kA+1

λn+ 1
k(kA+1)∑

n-1

i=0
λi=0有k+1个特征根.计

算得:Δ1= 1
kA+1>

0,Δ2= 1
k(kA+1)

Δ1>0,…,Δn+1= 1
k(kA+1)

Δn>0,由Hurwitz判据可知所

有特征根均具有负实部,所以方程(1)的平衡点是局部渐近稳定的.证毕.

定理2 假设A>1k
,那么必存在两个常数H 和T,当初值y-k,…,y0∈I(I=[H,T]),有yn∈

I(n≥1),即方程(1)是持久的.

证明 令H=A,T∈ kA2

kA-1
,é

ë
êê

ö

ø
÷∞ ,那么I= [A,T].设u1=y0,u2=y-1,…,uk+1=y-k,则y1=

fy0,…,y-( )k =fu1,…,uk+( )1 =A+ u1

∑
k+1

i=2
ui

.由于u1,…,uk+1 ∈I且A > 1k
,因此f(u1,u2,…,uk+1)=

A+ u1

∑
k+1

i=2
ui

≤A+ T
kA.因为T≥ kA2

kA-1
,即 kA2

kA-1≤
T,所以kA2≤kAT-T,kA

2+T
kA ≤T.继续

化简得A+ T
kA ≤T,这说明fu1,u2,…,uk+( )1 ≤T.

另一方面,fu1,u2,…,uk+( )1 ≥A,综上可知对u1,…,uk+1∈I,总有H=A≤f(u1,u2,…,uk+1)≤
T,即y1 ∈I.利用y-k,…,y0,y1 ∈I,类似上述证明过程可推出yn ∈I(n≥1).证毕.

由T∈ kA2

kA-1
,é

ë
êê

ö

ø
÷∞ ,再根据定理2的结论和不变区间的定义,可得到区间[A,∞)是方程(1)的不

变区间.
为了得到췍y的全局吸引性,下面证明如下定理3,其结论将文献[2]中关于二阶差分方程的相关结

论推广到k+1阶差分方程的情形.
定理3 讨论方程

 yn+1=fyn,yn-1,…,yn-( )k ,n=0,1,…. (4)

设[a,b]为实数区间,y-k,…,y0∈[a,b],f∶[a,b]k+1→[a,b]是一个连续函数,如果f满足以下两个

条件,那么方程(4)在区间[a,b]上有唯一的正平衡点췍y,且每一正解都收敛于췍y:
(a)fu1,u2,…,uk+( )1 对第一个变量u1 是非减函数,而对其他变量为非增函数;

(b)设(m,M)∈[a,b]×[a,b]是系统m=f(m,M,…,M)和M=f(M,m,…,m)的解,有m=M.
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证明 令m0=a,M0=b,mi=fmi-1,Mi-1,…,Mi-( )1 ,Mi=f Mi-1,mi-1,…,mi-( )1 ,i=1,2,….由

条件(a)可知a=m0≤m1≤…≤mi≤…≤Mi≤…≤M1≤M0=b,i=1,2,…,因为f∶[a,b]k+1→
[a,b]是一个连续函数,所以a=m0 ≤yn ≤M0=b(n=0,1,…).以下逐步讨论yj(j≥1)的上下界.

对于y(k+1)+1 =fy1,y2,…,yk+( )1 ,由条件(a)可知 m1 =f m0,M0,…,M( )0 ≤fy1,b,…,( )b ≤

y(k+1)+1 ≤fy1,a,…,( )a ≤f M0,m0,…,m( )0 =M1,即m1≤y(k+1)+1≤M1;同理,m1≤y(k+1)+P ≤M1

(P∈N).继续对y2(k+1)+1 =fy(k+1)+1,y(k+1)+2,…,y2(k+1( )) 进行讨论,可得 m2 =f m1,M1,…,M( )1 ≤

fy(k+1)+1,M1,…,M( )1 ≤y2(k+1)+1≤fy(k+1)+1,m1,…,m( )1 ≤f M1,m1,…,m( )1 = M2,即m2≤y2(k+1)+1≤
M2;同理,m2 ≤y2(k+1)+P ≤ M2(P ∈N).依此类推,最终可得mi ≤yj ≤ Mi,j≥i(k+1)+1.令

m=lim
i→∞

mi,M=lim
i→∞

Mi,则m ≤liminf
i→∞

yi ≤limsup
i→∞

yi ≤M.由条件(b)知m=M,则liminf
i→∞

yi =

limsup
i→∞

yi=m,即方程(4)在区间[a,b]上有唯一的正平衡点췍y=m,且每一正解都收敛于췍y.证毕.

定理4 假设A> 1k
,那么方程(1)的唯一正平衡点췍y对区域S= A,[ )∞ k+1 是一个全局吸引子.

证明  根据定理2,设yn 是方程(1)满足初值条件y-k,…,y0 ∈I=[A,T]的一个解,其中T∈
kA2

kA-1
,é

ë
êê

ö

ø
÷∞ .对u1,u2,…,uk+1 ∈I,设fu1,…,uk+( )1 =A+ u1

∑
k+1

i=2
ui

,则f∶Ik+1→I是一个连续函数且

对变量u1 为非减函数,对变量u2,…,uk+1 为非增函数.
设(m,M)∈I×I是系统m=f m,M,…,( )M 和M =f M,m,…,( )m 的解,于是有

 f m,M,…,( )M =A+ m
kM =m,f M,m,…,( )m =A+ M

km =M.

从以上两式可得(M-m)(kA-1)=0.由于A> 1k
,因此可得 M =m.再利用定理3的结论,可得到

lim
n→∞

yn =췍y.因yn∈[A,T]且T∈ kA2

kA-1
,é

ë
êê

ö

ø
÷∞ ,得平衡点췍y对区域S=[A,∞)k+1是一个全局吸引子.

证毕.

定理4表明,当方程(1)满足A> 1k
时,平衡点췍y是全局渐近稳定的.

参考文献:
[1] Abu-SarisR,DevaultR.Globalstabilityofyn+1 =A+ yn/yn-( )k [J].ApplMathComput,2003,16:173-178.
[2] 余廷忠.一类二阶有理差分方程的稳定性及计算机模拟[J].数学的实践与认识,2013,17(4):255-262.
[3] 杨懿.几类高阶有理差分方程的动力学性质的研究[D].重庆:重庆大学,2009.
[4] 蒋敏,周俊.一类有理差分方程解的存在性与稳定性[J].四川大学学报(自然科学版),2012,49(2):48-53.
[5] 王长有,胡敏.一类非线性差分方程的解的动力学行为(英文)[J].重庆邮电大学学报(自然科学版),2015(6):844-

848.
[6] 周义仓,曹慧,肖燕妮.差分方程及其应用[M].北京:科学出版社,2014.

503


