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亚亚纯函数的某类形式差分算子的唯一性
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摘要:探讨亚纯函数的某类形式的差分算子在权弱分担值的情况下的唯一性问题,所得定理改进和推广了文

献[3]和[4]的结果.
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Abstract:Inthispaper,wediscusstheuniquenessofaclassofdifferentialoperatorsofmeromorphicfunctions
withweaklyweightedsharingvalue.Theobtainedtheoremimprovesandgeneralizestheresultsofliterature
[3]and[4].
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0 引言及主要结论

亚纯函数f为定义在整个复平面上亚纯的函数.在本文中,沿用文献[1]中的常用记号以及基本结

论.S(r,f)表示任意满足S(r,f)=o(T(r,f))的量,可能除去r的一个线性测度为有限的集合.若a为

满足T(r,a)=S(r,f)的亚纯函数,则称a为f 的小函数.f的小函数集合记为S(f).设f和g 是两个

亚纯函数,a∈C∪{∞},称f和g分担aCM是指f-a和g-a的零点相同,并且零点的重数也相同.
若不考虑重数,则称f和g 分担aIM.

以下给出文中出现的相关记号及概念.
定义1[1] 设k为正整数,f和g 为两个非常数亚纯函数且a∈C∪ {∞},则:

(i)췍Nk)(r, 1f-a
)表示f-a的重数小于等于k的零点的计数函数,每个零点仅计1次;

(ii)췍N(k(r, 1f-a
)表示f-a的重数大于等于k的零点的计数函数,每个零点仅计1次;

(iii)Np(r, 1f-a
)表示f-a的零点的计数函数,其中重数m<p,计m 次;m≥p,计p次.

定义2[2] 如果f与g 为非常数亚纯函数,a∈S(f)∩S(g),k是正整数或 ∞,则:

(i)췍NE
k)(r,a)表示f-a与g-a的重数相同且均小于等于k的公共零点的计数函数,每个零点仅
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计1次;

(ii)췍N0
(k(r,a)表示f-a与g-a的重数均大于等于k的公共零点的计数函数,每个零点仅计1次.

定义3
[2]

 如果f与g为非常数亚纯函数,a∈S(f)∩S(g),k是非负整数或∞.当k为正整数或

∞,且有췍Nk)(r, 1f-a
)-췍NE

k)(r,a)=S(r,f),췍Nk)(r, 1g-a
)-췍NE

k)(r,a)=S(r,g),췍N(k+1(r, 1f-a
)-

췍N0
(k+1(r,a)=S(r,f),췍N(k+1(r, 1g-a

)-췍N0
(k+1(r,a)=S(r,g);或者当k=0,且有췍N(r, 1

f-a
)-췍N0(r,

a)=S(r,f),췍N(r, 1g-a
)-췍N0(r,a)=S(r,g),则称f,g以权k弱分担a,记作f,g分担“(a,k)”.

易见,如果f,g分担“(a,k)”,则对任何整数p(0≤p≤k),均有f,g 分担“(a,p)”.特别地,当

f,g分担“(a,0)”或“(a,∞)”当且仅当f,g 分担a“IM”或者“CM”.当f,g 分担1“IM”时,췍NL(r,

1
f-1

)定义为f-1的零点重数大于g-1的相应的零点重数的精简计数函数,类似地可定义췍NL(r,

1
g-1

).

设f是复平面上的一个亚纯函数,c是非零复数.称f(z+c)为f的平移,记f的差分算子的一般形

式为Ff(z)=∑
k

i=1
mif(z+ci),其中mi(i=1,2,…,k)为复数,ci(i=1,2,…,k)为互异的有穷复数.本

文中记差分算子的另一种形式为

 Gf(z)=∑
k

i=1

(mi∏
l

j=1
fpij(z+cij)), (1)

其中∑
l

j=1
pij=s,i=1,2,…,k,mi(i=1,2,…,k)为复数,cij(i=1,2,…,k;j=1,2,…,l)为互异的有穷

复数.
文献[3]的作者考虑了k阶导数分担值的问题并证明了如下两个定理:

定理A 设f和g 为两个整函数,满足f(k)和g(k)CM分担1,如果N(r,1
f
)+N(r,1

g
)< (λ+

o(1))T(r),其中0<λ<1,T(r)=max{T(r,f),T(r,g)},则f(k)·g(k)≡1或f≡g.

定理B 设f和g 为两个亚纯函数,满足f(k)和g(k)CM分担1,f和gCM分担 ∞.若N(r,1
f
)+

N(r,1
g
)+(k+2)췍N(r,f)< (λ+o(1))T(r),其中0<λ<1,T(r)=max{T(r,f),T(r,g)},则

f(k)·g(k)≡1或f≡g.
文献[4]的作者将k阶导数分担值换成差分的一般形式分担值,并证明了如下结论:

定理C 设f和g 为两个有穷级亚纯函数,Ff 和Fg 分别是f 和g 的非常数差分算子.如果Ff 和

FgCM分担1,f和gCM分担 ∞,且N(r,1
f
)+N(r,1

g
)+(5k-1)N(r,f)<(λ+o(1))T(r),其中

0<λ<1,T(r)=max{T(r,f),T(r,g)},则Ff·Fg ≡1或Ff ≡Fg.
本文主要是将差分的一般形式推广到差分的另一种形式,并讨论在权弱分担值的情况下的唯一性,

从而证明下面的定理:

定理 1 设 f 和g 为 两 个 有 穷 级 亚 纯 函 数,Gf(z)=∑
k

i=1

(mi∏
l

j=1
fpij(z +cij)),Gg(z)=

∑
k

i=1

(mi∏
l

j=1
gpij(z+cij))分别是f和g的非常数差分算子,其中∑

l

j=1
pij=s,i=1,2,…,k,mi(i=1,2,…,
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k)为复数,cij(i=1,2,…,k;j=1,2,…,l)为互异的有穷复数.如果Gf 和Gg 分担“(1,l)”(l≥4或l为

∞),f和gCM分担∞,且N(r,1
f
)+N(r,1

g
)+(5k-1)N(r,f)<(λ+o(1))T(r),其中0<λ<1,

T(r)=max{T(r,f),T(r,g)},则Gf·Gg ≡1或Gf ≡Gg.
注1 文献[4]中的例1和例2说明定理1中的“非常数”是必需的.当s=1时,Gf=Ff,所以定理1

改进和推广了定理C.

1 几个引理

引理1 设l为非负整数或 ∞,F 和G 是两个非常数亚纯函数,且F,G 分担“(1,l)”(l≥4或l为

∞),置 H=(F″F′-2 F′
F-1

)-(G″G′-2 G′
G-1

),如果H ≢0,则T(r,F)+T(r,G)≤2{췍N(r,F)+췍N(r,

G)}+N2(r,1F
)+N2(r,1G

)+N4(r, 1F-1
)+S(r,F)+S(r,G).式中N4(r, 1F-1

)改为N4(r, 1G-1
)

也是成立.
证明  设z0 是F-1,G-1的重数为t的公共零点.若1≤t≤l,经过计算可得H 在z0 正则.特

别的,当t=1时,z0 是 H 的零点,因此

 N1)(r, 1F-1
)≤N(r,1H

)+S(r,F)+S(r,G)≤T(r,H)+S(r,F)+S(r,G). (2)

因为m(r,H)=S(r,F)+S(r,G)和

 N(r,H)≤췍N(r,F)+췍N(r,G)+췍N(2(r,1F
)+췍N(2(r,1G

)+췍NL(r, 1F-1
)+췍NL(r, 1G-1

)+

  N0(r,1F′
)+N0(r,1G′

)+S(r,F)+S(r,G), (3)

其中N0(r,1F′
)表示F′的零点但不是F 和F-1的零点的计数函数,N0(r,1G′

)也类似定义,由式(2)和

式(3)有

 N1)(r, 1F-1
)≤췍N(r,F)+췍N(r,G)+췍N(2(r,1F

)+췍N(2(r,1G
)+췍NL(r, 1F-1

)+

  췍NL(r, 1G-1
)+N0(r,1F′

)+N0(r,1G′
)+S(r,F)+S(r,G).

又因为

 췍N(r, 1F-1
)+췍NL(r, 1F-1

)-12N1)(r, 1F-1
)≤ 12N4(r, 1F-1

),

 췍N(r, 1G-1
)+췍NL(r, 1G-1

)-12N1)(r, 1G-1
)≤ 12N4(r, 1G-1

),

 N4(r, 1G-1
)=N4(r, 1F-1

)+S(r,F),

所以由第二基本定理知

 T(r,F)+T(r,G)≤췍N(r,F)+췍N(r,G)+췍N(r,1F
)+췍N(r,1G

)+췍N(r, 1F-1
)+췍N(r, 1G-1

)+

  N1)(r, 1F-1
)-N1)(r, 1F-1

)-N0(r,1F′
)-N0(r,1G′

)+S(r,F)+S(r,G)≤

  2{췍N(r,F)+췍N(r,G)}+N2(r,1F
)+N2(r,1G

)+N4(r, 1F-1
)+S(r,F)+S(r,G).

引理2[5] 设f为有穷级亚纯函数,其中c∈C且δ∈(0,1),则
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 m(r,f
(z+c)
f(z)

)+m(r,f(z)
f(z+c)

)=O(T
(r,f)
rδ )=S(r,f).

引理3[6] 设f是一个非常数有限级亚纯函数,c∈C,则

 N(r, 1
f(z+c)

)≤N(r,1
f(z)

)+S(r,f),N(r,f(z+c))≤N(r,f(z))+S(r,f),

 췍N(r, 1
f(z+c)

)≤췍N(r,1f(z)
)+S(r,f),췍N(r,f(z+c))≤췍N(r,f(z))+S(r,f),

除去一个对数测度有穷的例外集合.

引理4 设f是有穷级亚纯函数,Gf(z)=∑
k

i=1

(mi∏
l

j=1
fpij(z+cij)),且∑

l

j=1
pij =s,i=1,2,…,k,

mi(i=1,2,…,k)为复数,cij(i=1,2,…,k;j=1,2,…,l)为互异的有穷复数,则:

 N(r,1Gf
)≤sN(r,1

f
)+(k-1)sN(r,f)+S(r,f),

 N(r,1Gf
)≤sN(r,1

f
)+T(r,Gf)-sT(r,f)+S(r,f).

证明  由引理2和3可得

 N(r,1Gf
)=T(r,1Gf

)-m(r,1Gf
)≤T(r,Gf)+m(r,Gf

fs)-m(r,1
fs)+S(r,f)≤

  N(r,Gf)+m(r,Gf)-m(r,1
fs)+S(r,f)≤ksN(r,f)+m(r,Gf

fs)+sm(r,f)-

  m(r,1
fs)+S(r,f)≤T(r,fs)+(k-1)sN(r,f)-m(r,1

fs)+S(r,f)≤

  sN(r,1
f
)+(k-1)sN(r,f)+S(r,f).

 N(r,1Gf
)=T(r,1Gf

)-m(r,1Gf
)≤T(r,Gf)-m(r,1

fs)+S(r,f)≤

  T(r,Gf)-T(r,fs)+N(r,1
fs)+S(r,f)≤T(r,Gf)-sT(r,f)+sN(r,1

f
)+S(r,f).

特别的,在证明过程中可得到T(r,Gf)≤T(r,fs)+(k-1)sT(r,f)+S(r,f)≤ksT(r,f)+S(r,f),

从而有S(r,Gf)≤S(r,f).

2 定理1的证明

令F=Gf,G=Gg,则由引理1可知当H≢0时,有T(r,Gf)+T(r,Gg)≤2{췍N(r,Gf)+췍N(r,Gg)}+

N2(r,1Gf
)+N2(r,1Gg

)+N4(r, 1
Gf -1

)+S(r,Gf)+S(r,Gg),再由引理3和4可得

 T(r,Gf)+T(r,Gg)≤2ks{췍N(r,f)+췍N(r,g)}+sN(r,1
f
)+(k-1)sN(r,f)+

  T(r,Gg)-sT(r,g)+sN(r,1
g
)+T(r,Gf)+S(r). (4)

由f和gCM分担 ∞,结合式(4)可得sT(r,g)≤2ks{췍N(r,f)+췍N(r,g)}+sN(r,1
f
)+sN(r,1

g
)+

(k-1)sN(r,f)+S(r),即

  T(r,g)≤N(r,1
f
)+N(r,1

g
)+(5k-1)N(r,f)+S(r). (5)

类似地有
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 T(r,f)≤N(r,1
f
)+N(r,1

g
)+(5k-1)N(r,f)+S(r). (6)

由式(5)和式(6)可知已知条件矛盾,因此 H ≡0,即

 Gf″
Gf′-2 Gf′

Gf -1≡
Gg″
Gg′-2 Gg′

Gg -1
. (7)

对式(7)两边积分可得 1
Gf -1=bGg +a-b

Gg -1
(其中a≠0)且有T(r,Gf)=T(r,Gg)+O(1),从而S(r,

Gf)=S(r,Gg).

情况1 当a=b时,若b=-1,则Gf·Gg ≡1.若b≠-1,则1Gf
= bGg

(1+b)Gg -1
,Gf -1+b

b =

-1
bGg

.由第二基本定理可得T(r,Gg)≤췍N(r,Gg)+췍N(r,1Gg
)+췍N(r, 1

Gg- 1
b+1

)+S(r,Gg)≤췍N(r,Gg)+췍N(r,

1
Gg
)+췍N(r,1Gf

)+S(r,g)≤ksN(r,g)+T(r,Gg)-sT(r,g)+sN(r,1g
)+sN(r,1f

)+(k-1)sN(r,

f)+S(r),也就是

 T(r,g)≤N(r,1
f
)+N(r,1

g
)+(2k-1)N(r,f)+S(r). (8)

同理有T(r,Gf)≤췍N(r,Gf)+췍N(r,1Gf
)+췍N(r, 1

Gf -1+b
b

)+S(r,Gf)≤췍N(r,Gf)+췍N(r,1Gf
)+췍N(r,

Gg)+S(r,f)≤2ksN(r,f)+T(r,Gf)-sT(r,f)+sN(r,1
f
)+S(r),即

 T(r,f)≤N(r,1
f
)+2kN(r,f)+S(r). (9)

由式(8)和式(9)可知已知条件矛盾.

情况2 当a≠b时,若b≠0,有Gf-(1+1b
)= -a

b2(Gg +a-b
b
)
,从而有췍N(r, 1

Gf -(1+1b
)
)=

췍N(r,Gg),췍N(r, 1

Gg -b-a
b

)=췍N(r,Gf).通过类似情况1的讨论知已知条件矛盾.若b=0且a≠1,有

Gf =1aGg+1-1a
,则췍N(r, 1

Gf -(1-1a
)
)=췍N(r,1Gg

),췍N(r, 1
Gg -(1-a)

)=췍N(r,1Gf
).通过类似情

况1的讨论知已知条件矛盾,因此a=1,即Gf ≡Gg.
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