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一类带有分数阶边值条件的分数阶q-差分方程
多重正解的存在性
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(延边大学理学院 数学系,吉林 延吉133002)

摘要:研究一类带有分数阶差分边值条件的分数阶q 差分方程多重正解的存在性.首先分析了格林函数的一

些性质,然后分别利用 Krasnoselskii不动点定理、Leggett-Williams不动点定理和对推广了的 Krasnoselskii
不动点定理证明了该方程多重正解的存在性.
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Keywords:fractionalq-differences;Krasnoselskiifixedpointtheorem;Leggett-Williamsfixedpointtheorem;

multiplepositionssolutions

0 引言

近年来,q 差分微积分被广泛应用于各领域,尤其是在数学物理模型、动力系统、量子物理和经济

学方面[1-2].随着对q 差分微积分研究的深入,学者们对分数阶q 差分方程边值问题解的存在性又进行

了研究,并取得了一些研究成果[3-10],但这些研究成果中大部分仅是研究了整数阶的初值问题.2015年,

LiXH等[6]研究了如下一类边值条件含参数的分数阶q 差分方程:

 
(Dα

qu)(t)+f(t,u(t))=0,0≤t≤1;

u(0)=0,u(1)=∑
m

i=1
aiu(ξi)+λ,ξi∈(0,1),i=1,2,…,m{ .

其中0<q<1,1<α≤2,ai≥0,i=1,2,…,m,0≤∑
m

i=1
aiu(ξi)<1,λ≥0是参数,f是非负连续

函数.文献[6]的作者利用Leggett-Williams不动点定理得到了上述方程的多重正解.
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2015年,葛琦等[8]研究了如下一类边值条件中含有分数阶q 差分的分数阶q 差分方程:

 
(Dα

qu)(x)=-f(x,u(x)),0≤x≤1;

u(0)=(Dqu)(0)=0,(Dν
qu)(1)=∫

η

0
u(t)dqt{ .

其中2<α<3,1<ν<2,α-ν>1,0<η<1,Γq(α+1)>ηαΓq(α-ν),f∶[0,1]×[0,+∞)→
[0,+∞)为连续函数.文献[8]的作者利用Krasnoselskii不动点定理和Leggett-Williams不动点定理

得到了上述方程在奇异条件和非奇异条件下的多重正解.
基于上述研究,本文讨论如下带有分数阶边值条件的分数阶q 差分方程:

 
(Dα

qx)(t)=-f(t,x(t),Iμ
qx(t)),0<t<1;

x(0)=(Dqx)(0)=0,(Dυ
qx)(1)-β(Dυ

qx)(η)=λ{ .
(1)

其中2<α≤3,0<υ<1,α-υ>2,0<η<1,0≤β<1,μ>0,λ为参数,f∶[0,1]×[0,+∞)×
[0,+∞)→ [0,+∞)为连续函数.

1 预备知识

定义1[7] [a]q=1-qa

1-q
,a∈R,q∈(0,1).

定义2[7] 幂指函数(a-b)n 的q 类似定义为:(a-b)(0)=1;(a-b)(n)=an∏
n-1

k=0

(a-bqk),n∈

N,a,b∈R;(a-b)(α)=aα∏
∞

n=0

a-bqn

a-bqα+n,α∈R;特别地,b=0时a(α)=aα.

定义3[7] q Γ函数定义为Γq(x)=
(1-q)(x-1)

(1-q)x-1
,x∈R\0,-1,-2{ },… .易知Γq(x+1)=[x]qΓq(x).

定义4[7] 函数f(x)的q 导数定义为:(Dqf)(x)=f(x)-f(qx)
(1-q)x

,(Dqf)(0)=lim
x→0
(Dqf)(x).

函数f的高阶q 导数定义为:(D0
qf)(x)=f(x),(Dn

qf)(x)=Dq(Dn-1
q f)(x),n∈N.

定义5[7] Riemann-Liouville型分数阶q 积分定义为:

 I0q[f](x)=f(x),Iα
q[f](x)= 1

Γq(α)∫
x

0
(x-qt)(α-1)f(t)dqt,α>0,x∈[0,1],

其中f(x)是定义在[0,1]上的函数.Riemann-Liouville型分数阶q 导数定义为:

 (Dα
qf)(x)=(Dm

qIm-α
q f)(x),α>0,x∈[0,1],

其中m 是不小于a 的最小整数.
性质1[7] 若α>0,a≤b≤t,则(t-a)(α)≥ (t-b)(α).

性质2[7] [a(t-s)](α)=aα(t-s)(α),tDq(t-s)(α)=[α]q(t-s)(α-1),(xDq∫
x

0
f(x,t)dqt)(x)=

∫
x

0
xDqf(x,t)dqt+f(qx,x),其中iDq 表示与变量i有关的q 导数.

引理1[7] 设α∈R+,λ∈(-1,+∞),则Iα
q((x-a)(λ))= Γq(λ+1)

Γq(α+λ+1)
(x-a)(α+λ),0<a<x<b.

引理2[7] 设α,β≥0,f(x)是定义在[0,1]上的函数,则:
(a)(Iβ

qIα
qf)(x)=(Iα+β

q f)(x);
(b)(Dα

qIα
qf)(x)=f(x).

引理3[10] 设E 是一个Banach空间,P是E 上的一个锥,Ω1 和 Ω2 是E 中的开子集,并且

0∈Ω1 ⊂췍Ω1 ⊂Ω2.设A∶P→P是一个完全连续算子,如果下列条件二者之一成立,那么A 在P∩
(췍Ω2\Ω1)上至少存在一个不动点:
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(B1)‖Ax‖ ≤ ‖x‖,x∈P∩∂Ω1;‖Ax‖ ≥ ‖x‖,x∈P∩∂Ω2;
(B2)‖Ax‖ ≥ ‖x‖,x∈P∩∂Ω1;‖Ax‖ ≤ ‖x‖,x∈P∩∂Ω2.
引理4[9] 设P 是实Banach空间E上的一个锥,Pc={x∈P:‖x‖ ≤c},θ是P 上的一个非负

连续凹泛函,且满足θ(x)≤‖x‖(x∈췍Pc).设P(θ,b,d)= {x∈P:b≤θ(x),‖x‖≤d}.如果A∶췍Pc→
췍Pc 是一个全连续算子,并且存在常数a,b,d,c满足0<a<b<d≤c,使得下列条件成立,那么A至少

有3个不动点x1,x2,x3 满足 ‖x1‖ ≤a,b<θ(x2),a< ‖x3‖ 和θ(x3)<b:
(C1){x∈P(θ,b,d)θ(x)>b}≠ ∅,且θ(Ax)>b,x∈P(θ,b,d);
(C2)对于 ‖x‖ ≤a,有 ‖Ax‖ <a;
(C3)对于x∈P(θ,b,c)且 ‖Ax‖ >d,有θ(Ax)>b.
注1[9] 如果引理4中d=c成立,那么条件(C1)包含条件(C3).
设P 是Banach空间E 上的一个锥.假设φ,ψ∶E→R+ 是两个连续凹泛函,对u∈E,λ∈R满足

φ(λu)=λφ(u),ψ(λu)= λψ(u),且对u∈E,有 ‖u‖=rmaxφ(u),ψ(u{ }),对u,v∈E,u≤v
有φ(u)≤φ(v),这里r是正常数.根据以上假设可得如下不动点定理:

引理5[11] 设r2 >r1>0,L>0是常数,Ωi={x∈E∶φ(u)<ri,ψ(u)<L}(i=1,2)是E中

的两个开子集,固定 Di ={u∈E:φ(u)=ri}.假设 A∶P →P 是一个全连续算子满足下列条件

(D1)—(D3),那么A 在P ∩ (Ω2\췍Ω1)上至少存在一个不动点:
(D1)φ(Au)<r1,u∈D1 ∩P;φ(Au)>r2,u∈D2 ∩P;
(D2)ψ(Au)<L,u∈P;
(D3)存在p∈(Ω2 ∩P)\{0},使得φ(p)≠0,φ(u+λp)≥φ(u),∀u∈p,λ≥0.

2 Green函数及其性质

定理1 设2<α≤3,0<υ<1,α-υ>2,0<η<1,0≤β<1,μ>0,λ为参数,若h∈
C([0,1],R)是连续的,则分数阶q 差分方程

 
(Dα

qx)(t)=-h(t),0<t<1;

x(0)=(Dqx)(0)=0,(Dυ
qx)(1)-β(Dυ

qx)(η)=λ{ ,
(2)

有唯一解x(t)=∫
1

0
G(t,qs)h(s)dqs+Δβtα-1∫

1

0
H(η,qs)h(s)dqs+Δλtα-1,其中:

 G(t,qs)= 1
Γq(α)

(1-qs)(α-υ-1)tα-1-(t-qs)(α-1),0≤qs≤t≤1;
(1-qs)(α-υ-1)tα-1,0≤t≤qs≤1{ ;

 H(t,qs)=tDv
qG(t,qs)= 1

Γq(α-υ)
(1-qs)(α-υ-1)tα-υ-1-(t-qs)(α-υ-1),0≤qs≤t≤1;
(1-qs)(α-υ-1)tα-υ-1,0≤t≤qs≤1{ .

这里Δ= 1
Γq(α)(1-βηα-υ-1).

证明  假设x(t)是问题(2)的解,由引理1有x(t)=c1tα-1+c2tα-2+c3tα-3-Iα
qh(t),c1,c2,c3∈R.

由边值条件x(0)=0解得c3=0.又由于(Dqx)(0)=0,且(Dqx)(t)=∫
t

0

[α-1]q(t-qs)(α-2)

Γq(α)
h(s)dqs+

[α-1]qc1tα-2+[α-2]qc2tα-3,故有c2=0.根据定义5、引理1和引理2有(Dυ
qx)(t)=- 1

Γq(α-υ)×

∫
t

0
(t-qs)(α-υ-1)h(s)dqs+ Γq(α)

Γq(α-υ)c1t
α-υ-1,由边值条件(Dυ

qx)(1)-β(Dυ
qx)(η)=λ解得

 c1=Δ∫
1

0
(1-qs)(α-υ-1)h(s)dqs-β∫

η

0
(η-qs)(α-υ-1)h(s)dqs+λΓq(α-υ[ ]),

从而有
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 x(t)=- 1
Γq(α)∫

t

0
(t-qs)(α-1)h(s)dqs+Δtα-1∫

1

0
(1-qs)(α-υ-1)h(s)dq[ s-

  β∫
η

0
(η-qs)(α-υ-1)h(s)dq ]s +ΔλΓq(α-υ)tα-1=

  - 1
Γq(α)∫

t

0
(t-qs)(α-1)h(s)dqs-Δβtα-1∫

η

0
(η-qs)(α-υ-1)h(s)dqs+

  tα-1

Γq(α)+
Δβηα-υ-1tα-é

ë
êê

ù

û
úú

1∫
1

0
(1-qs)(α-υ-1)h(s)dqs+ΔλΓq(α-v)tα-1=

  1
Γq(α)∫

t

0
(1-qs)(α-υ-1)tα-1-(t-qs)(α-1[ ]

) h(s)dqs+ 1
Γq(α)∫

1

t
(1-qs)(α-υ-1)tα-1h(s)dqs+

  Δβtα-1∫
1

0
(1-qs)(α-υ-1)ηα-υ-1h(s)dqs-∫

η

0
(η-qs)(α-υ-1)h(s)dq[ ]s +ΔλΓq(α-υ)tα-1=

  ∫
1

0
G(t,qs)h(s)dqs+ΔΓq(α-υ)βtα-1∫

1

0
H(η,qs)h(s)dqs+ΔλΓq(α-υ)tα-1.

定理2 Green函数G(t,qs)具有如下性质:
(i)G(t,qs)是连续函数,且G(t,qs)≥0,对一切t,s∈[0,1];
(ii)G(t,qs)≤G(1,qs),对一切t,s∈[0,1];
(iii)G(t,qs)≥tα-1G(1,qs),对一切t,s∈[0,1].
证明  设 h1(t,qs)= (1-qs)(α-υ-1)tα-1 - (t-qs)(α-1),0 ≤qs ≤t≤ 1,h2(t,qs)=

(1-qs)(α-υ-1)tα-1,0≤t≤qs≤1.
首先证明性质 (i).由G(t,qs)的表达式知其连续,h2(t,qs)≥0显然成立.下证h1(t,qs)≥0.由性

质1和性质2有h1(t,qs)= (1-qs)(α-υ-1)tα-1-(1-qs
t
)α-1tα-1≥tα-1[(1-qs)(α-υ-1)-(1-qs)(α-1)].由于

α-υ>2,则(1-qs)(α-υ-1)-(1-qs)(α-1)=∏
+∞

n=0

1-qsqn

1-qsqn+α-υ-1-∏
+∞

n=0

1-qsqn

1-qsqn+α-1 ≥0,故h1(t,qs)≥0.

因此有G(t,qs)≥0,同理可知 H(t,qs)≥0.

其次证明性质(ii).类似(i)的证明有tDqh1(t,qs)=[α-1]qtα-2[(1-qs)(α-υ-1)-(1-qs
t
)(α-2)]≥

tα-2 [α-1]q[(1-qs)(α-υ-1)-(1-qs)(α-2)]≥0.因此∀s∈(0,1],h1(t,qs)在区间0≤qs≤t≤1上

关于t单调递增.同理易证h2(t,qs)在区间0≤t≤qs≤1上关于t单调递增,于是∀t,s∈[0,1]有G(t,

qs)≤G(1,qs).
最后证明性质(iii).当0≤qs≤t≤1时,

 G(t,qs)
G(1,qs)=

tα-1(1-qs)(α-v-1)-(t-qs)(α-1)
(1-qs)(α-v-1)-(1-qs)(α-1) ≥tα-1 (1-qs)(α-v-1)-(1-qs)(α-1)

(1-qs)(α-v-1)-(1-qs)(α-1)=
tα-1.

当0≤t≤qs≤1时,G(t,qs)
G(1,qs)≥

tα-1(1-qs)(α-v-1)
(1-qs)(α-v-1) =tα-1,从而有G(t,qs)≥tα-1G(1,qs).

注2 如果定理1中h(t)≥0,t∈(0,1],那么问题(2)的解x(t)≥0.

注3 求问题(1)的解,等价于求方程x(t)=∫
1

0
G(t,qs)f(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+Δβtα-1∫
1

0
H(η,

qs)f(s,x(s),Iμ
qx(s))dqs+ΔλΓq(α-υ)tα-1 的解.

注4 设0<τ<1,那么min
t∈[τ,1]

G(t,qs)≥τα-1G(1,qs),s∈[0,1].

3 主要结果及其证明

假设f∶[0,1]×[0,+∞)×R→ [0,+∞)为连续函数.记Banach空间B=C[0,1],赋予范数

‖x‖=max
0≤t≤1

x(t),在其上定义锥P={x∈B:x(t)≥0,x(t)≥tα-1‖x‖}.在锥上定义一个连续的
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凹泛函θ(x)=min
t∈[τ,1]

x(t).对于非负连续函数G,H 和f,定义全连续算子T∶P→B 如下:

 (Tx)(t)=∫
1

0
G(t,qs)f(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+

  Δβtα-1∫
1

0
H(η,qs)f(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+ΔλΓq(α-υ)tα-1,t∈[0,1].

由定理2知,对任意的x∈P,有(Tx)(t)≥0.另外容易证得(Tu)(t)≥τα-1‖Tu‖,故T(P)⊂P.为
了方便,记:

 M= τα-1(∫
1

τ
G(1,qs)dqs+Δβ∫

1

0
H(η,qs)dqs( ))

-1
;

 N=∫
1

0
(G(1,qs)+ΔβH(η,qs))dq( )s

-1
;

 K= ΔΓq(α)(1-βηα-υ)-[α-μ]q
[α-μ]qΓq(α+μ)

-1

.

首先,利用引理3证明问题(1)多重正解的存在性.
定理3 假设存在2个常数0<r1<r2,使得(A1)—(A3)成立,那么问题(1)至少有一个正解x满

足r1 ≤ ‖x‖ ≤r2:

(A1)f(t,x,y)≥M
2r1
,(t,x,y)∈[τ,1]×[τα-1r1,r1]×[0, r1

Γq(μ+1)
];

(A2)f(t,x,y)≤N
2r2
,(t,x,y)∈[0,1]×[0,r2]×[0, r2

Γq(μ+1)
];

(A3) r1
2ΔΓq(α-υ)τα-1 ≤λ≤ r2

2ΔΓq(α-υ).

证明 首先,设Ω1= {x∈P:‖x‖<r1},则对于任意的x∈P∩∂Ω1,有‖x‖=r1 且0≤x(t)≤

r1,0≤Iμ
qx(t)≤ r1

Γq(μ)
,τα-1r1 ≤ min

τ≤t≤1
tα-1‖x‖ ≤x(t)≤ ‖x‖=r1,从而由(A1)和(A3)有

 ‖Tx‖ ≥ min
t∈[τ,1]∫

1

0
G(t,qs)f(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+

  Δβtα-1∫
1

0
H(η,qs)f(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+ΔλΓq(α-υ)tα-1 ≥

  τα-1[∫
1

τ
G(1,qs)f(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+Δβ∫
1

0
H(η,qs)f(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs]+

  ΔλΓq(α-υ)τα-1 ≥M-1Mr1
2 +r1

2=r1=‖x‖,

因此有 ‖Tx‖ ≥ ‖x‖,x∈P∩∂Ω1.
另一方面,设Ω2={x∈P:‖x‖ <r},则对于任意的x∈P∩∂Ω2,有 ‖x‖=r2 且0≤x(t)≤

r2,0≤Iμ
qx(t)≤r2,从而由(A2)和(A3)有

 ‖Tx‖ ≤ max
t∈[0,1]∫

1

0
G(t,qs)f(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+Δβtα-1∫
1

0
H(η,qs)f(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs{ +

  ΔλΓq(α-υ)tα- }1 ≤∫
1

0
(G(1,qs)+ΔβH(η,qs))f(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+ΔλΓq(α-υ)≤

  N-1N
2r2+

r2
2=r2=‖x‖.

由引理3可得T至少有一个不动点x∈P∩(췍Ω2\Ω1),因此问题(1)至少有一个正解x满足r1≤‖x‖≤r2.
定理4 假设存在3个常数0<r1<r2<r3,使得(A1)、(A3)、(A4)和(A5)成立,那么问题(1)至

少有2个正解x1,x2 满足r1 ≤ ‖x1‖ ≤r2 ≤ ‖x2‖ ≤r3:

(A4)f(t,x,y)<N
2r2
,(t,x,y)∈[0,1]×[0,r2]×[0, r2

Γq(μ+1)
];
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(A5)f(t,x,y)≥M
2r3
,(t,x,y)∈[τ,1]×[τα-1r3,r3]×[0, r3

Γq(μ+1)
].

证明  由(A4)可知存在2个正数k和l使得r1<k<r2<l<r3,且f(t,x,y)≤N
2k
,(t,x,y)∈

[0,1]×[0,k]×[0, k
Γq(μ+1)

],f(t,x,y)≤N
2l
,(t,x,y)∈[0,1]×[0,l]×[0, l

Γq(μ+1)
].再根据

(A5)和定理3,可得T至少有2个不动点x1∈P∩(췍Ωk\Ω1),x2∈P∩(췍Ω2\Ωl),因此问题(1)至少有

2个正解x1,x2 满足r1 ≤ ‖x1‖ ≤r2 ≤ ‖x2‖ ≤r3.
由定理4可得到如下推论1:
推论1 假设存在m个常数0<r1<r2<…<rm,使得(A3)、(A6)和(A7)成立,那么问题(1)至

少有m-1个正解xi,i=1,2,…,m-1满足ri≤ ‖xi‖ ≤ri+1:

(A6)f(t,x,y)> M
2r2i-1

,(t,x,y)∈[τ,1]×[τα-1r2i-1,r2i-1]×[0, r2i-1
Γq(μ+1)

],i=1,2,…,

m+1é

ë
êê

ù

û
úú2
;

(A7)f(t,x,y)<N
2r2i

,(t,x,y)∈[0,1]×[0,r2i]×[0, r2i
Γq(μ+1)

],i=1,2,…,m+1é

ë
êê

ù

û
úú2 .

其中 m+1é

ë
êê

ù

û
úú2
表示不小于m+1

2
的最小整数.

其次,利用引理4证明问题(1)多重正解的存在性.
定理5 假设存在常数a,b,c满足0<a<b<c,使得下列条件成立,那么问题(1)至少有3个正

解x1,x2,x3,满足max
t∈[0,1]

x1(t)<a,b< min
t∈[τ,1]

x2(t)< max
t∈[0,1]

x2(t)≤c,a< max
t∈[0,1]

x3(t)≤c,

min
t∈[τ,1]

x3(t)<b:

(B1)f(t,x,y)<Na
2
,(t,x,y)∈[0,1]×[0,a]×[0, a

Γq(μ+1)
];

(B2)f(t,x,y)≥Mb
2
,(t,x,y)∈[τ,1]×[b,c]×[0, c

Γq(μ+1)
];

(B3)f(t,x,y)≤Nc
2
,(t,x,y)∈[0,1]×[0,c]×[0, c

Γq(μ+1)
];

(B4) b
2ΔΓq(α-υ)τα-1 ≤λ≤ c

2ΔΓq(α-υ).

证明  为了应用引理4,设Pi={u∈P:‖u‖ ≤i},P(θ,b,c)={u∈P:b≤θ(u),‖u‖ ≤c},记
췍Pi 为i的闭包.首先,若u∈췍Pc,则 ‖u‖ ≤c.由条件(B3)可知

 ‖Tx‖ ≤ max
t∈[0,1]∫

1

0
G(t,qs)f(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+Δβtα-1∫
1

0
H(η,qs)f(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs{ +

  ΔλΓq(α-υ)tα- }1 ≤∫
1

0
G(1,qs)+ΔβH(1,qs( ))f(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+ΔλΓq(α-υ)≤

  N-1Nc
2 +c

2=c,

因此T是췍Pc 到췍Pc 上的算子.同理,若u∈췍Pa,则引理4中的条件(D2)成立.为了证明条件(D1)成立,选

取x(t)=b+c
2
(t∈[0,1]),由此可得x(t)=b+c

2 ∈P(θ,b,c),θ(x)=θ(b+c
2
)>b,从而有{x∈P(θ,

b,c):θ(u)>b}≠ ∅.因此若x∈P(θ,b,c),则b≤x(t)≤c(t∈[τ,1]).由(B2)有

 min
t∈[τ,1]

(Tx)=min
t∈[τ,1]∫

1

0
G(t,qs)f(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+

  Δβtα-1∫
1

0
H(η,qs)f(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+ΔλΓq(α-υ)tα-1 ≥
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  τα-1[∫
1

τ
G(1,qs)f(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+Δβ∫
1

0
H(η,qs)f(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs]+ΔλΓq(α-υ)τα-1≥

  M-1Mb
2 +b

2=b,

即对于x∈P(θ,b,c)有θ(Tx)>b.
综上,问 题 (1)至 少 有 3 个 正 解 x1,x2,x3,满 足 max

t∈[0,1]
x1(t) < a,b < min

t∈[τ,1]
x2(t) <

max
t∈[0,1]

x2(t)≤c,a< max
t∈[0,1]

x3(t)≤c,min
t∈[τ,1]

x3(t)<b.

定理6 假设存在常数ai,bi,ci(i=1,2,…,m)满足0<a1<b1<c1<a2<b2<c2<…<am,

m∈N,使得下列条件对于i=1,2,…,m 成立,那么问题(1)至少有2m-1个正解:

(B5)f(t,x,y)<Nai

2
,(t,x,y)∈[0,1]×[0,ai]×[0, ai

Γq(μ+1)
];

(B6)f(t,x,y)≥Mbi

2
,(t,x,y)∈[τ,1]×[bi,ci]×[0, ci

Γq(μ+1)
];

(B7)f(t,x,y)≤Nci

2
,(t,x,y)∈[0,1]×[0,ci]×[0, ci

Γq(μ+1)
];

(B8) b1
ΔΓq(α-υ)τα-1 ≤λ≤ c1

2ΔΓq(α-υ).

证明  当m=1时,由条件(B5)可知全连续算子T是췍Pa1 →췍Pa1
上的算子,于是由引理4推得问题

(1)至少有一个正解x1∈췍Pa1.假设当m=k时结论成立,为了证明当m=k+1时结论也成立,假设存在

常数ai,bi,ci(i=1,2,…,k+1)满足0<a1 <b1 <c1 <a2 <b2<c2< … <ak <bk <ck <ak+1,

k∈N,使得:

 f(t,x,y)<Nai,(t,x,y)∈[0,1]×[0,ai]×[0, ai

Γq(μ+1)
],i=1,2,…,k+1; (3)

 f(t,x,y)≥Mbi,(t,x,y)∈[τ,1]×[bi,ci]×[0, ci

Γq(μ+1)
],i=1,2,…,k; (4)

 f(t,x,y)≤Nci,(t,x,y)∈[0,1]×[0,ci]×[0, ci

Γq(μ+1)
],i=1,2,…,k. (5)

由假设可知问题(1)至少有2k-1个正解xi∈췍Pak
(i=1,2,…,2k-1).同时由引理4和式(3)—(5)可

知,至少存在3个正解x,y,z∈췍Pak+1
,使得

 max
t∈[0,1]

x <ak,bk < min
t∈[τ,1]

y < max
t∈[0,1]

y ≤ck,ak < max
t∈[0,1]

z ≤ck+1,min
t∈[τ,1]

z <bk.

显然y,z≠x,因此问题(1)至少存在2k+1个正解xi∈췍Pai
(i=1,2,…,2k+1).由此可知当m=k+1

时结论也成立,故问题(1)至少有2m-1个正解.
最后,利用引理5证明问题(1)正解的存在性.
这里定义两个连续的凸泛函满足ρ(x)= max

0≤t≤1
x(t),γ(x)= max

0≤t≤1
Iμ

qx(t),∀x∈B.显然‖x‖≤

maxρ(x),γ(x{ }),且ρ(κx)= κρ(x),γ(κx)= κγ(x),x∈B,κ∈R.ρ(x)≤ρ(y),x,y∈P,

x≤y.
定理7 假设存在常数d,e,L满足0<d<τe<e<L,使得下列条件成立,那么问题(1)至少有

一个正解x(t),满足d<ρ(x)<e,Iμ
qu(t)<L,t∈[0,1]:

(C1)f(t,x,y)<Nd
2
,(t,x,y)∈[0,1]×[0,d]×[0,L];

(C2)f(t,x,y)≥Me
2
,(t,x,y)∈[τ,1]×[τα-1e,e]×[0,L];

(C3)f(t,x,y)<KL
2
,(t,x,y)∈[0,1]×[0,e]×[0,L];
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(C4) e
2ΔΓq(α-υ)τα-1 ≤λ≤ min d

2ΔΓq(α-υ)
, Γq(α+μ)L
2ΔΓq(α)Γq(α-υ{ }) .

证明  为了应用引理5,考虑如下边值问题:

 
(Dα

qx)(t)=f*(t,x(t),Iμ
qx(t)),0<t<1;

x(0)=(Dqx)(0)=0,(Dυ
qx)(1)-β(Dυ

qx)(η)=λ{ .
(6)

这里

 f*(t,x,y)=

f(t,x,y),(t,x,y)∈[0,1]×[0,e]×[0,L],

f(t,e,y),(t,x,y)∈[0,1]×[e,+∞]×[0,L],

f(t,x,L),(t,x,y)∈[0,1]×[0,e]×[L,+∞),

f(t,e,L),(t,x,y)∈[0,1]×[e,+∞)×[L,+∞)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

因f是连续的,所以f* ∶[0,1]×[0,+ ∞)×[0,+ ∞)→ [0,+ ∞)是连续的,于是可得算子

T*∶P→B,(T*x)(t)=∫
1

0
G(t,qs)f*(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+Δβtα-1∫
1

0
H(η,qs)f*(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+

ΔλΓq(α-υ)tα-1,t∈[0,1]也是全连续算子.
设Δ1 = x∈B:x(t)<d,Iμ

qx(t)<{ }L ,Δ2 = x∈B:x(t)<e,Iμ
qx(t)<{ }L ,Ω1 ={x ∈B:

α(x)=d},Ω2= x∈B:ρ(x)={ }e .显然存在一个φ∈(Δ1∩P)\{0},使得ρ(x+κφ)≥ρ(x)(x∈P,

κ≥0).下面分3个步骤证明引理5的所有条件都满足.
第一步,由(C1)和ρ(x)=d,x∈Ω1 ∩P,有

 ρ(T*x)= max
t∈[0,1]∫

1

0
G(t,qs)f*(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+Δβtα-1∫
1

0
H(η,qs)f*(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+

  ΔλΓq(α-υ)tα-1 <∫
1

0
G(1,qs)+ΔβH(η,qs( ))f*(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+ΔλΓq(α-υ)≤

  N-1Nd
2 +d

2=d.

第二步,由(C2)和ρ(x)=e,x∈Ω2 ∩P,x(t)≥ min
t∈[τ,1]

‖x‖ ≥τα-1‖x‖,t∈[τ,1],有

 ρ(T*x)≥ min
t∈[τ,1]∫

1

0
G(t,qs)f*(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+

  Δβtα-1∫
1

0
H(η,qs)f*(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+ΔλΓq(α-υ)tα-1 ≥

  τα-1∫
1

τ
G(1,qs)f*(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+Δβτα-1∫
1

0
H(η,qs)f*(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+

  ΔλΓq(α-υ)τα-1 ≥M-1Me
2 +e

2=e.

第三步,由(C3)对x∈P∩Δ2,有

 γ(T*x)=max
t∈[0,1]

-∫
t

0

(t-qs)(α+μ-1)

Γq(α+μ)
f(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+

  ΔIμ
qtα-1[∫

1

0
(1-qs)(α-υ-1)f(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs-

  β∫
η

0
(η-qs)(α-υ-1)f(s,x(s),Iμ

qx(s))dqs+λΓq(α-υ)]≤

  KL
2

ΔΓq(α)(1-βηα-υ)-[α-μ]q
[α-μ]qΓq(α+μ)

+ΔλΓq(α)Γq(α-υ)
Γq(α+μ)

≤L.

综上根据引理5可知,至少存在一个x∈P∩(Δ2\Δ
-
1),使得x(t)=(T*x)(t).故方程(6)至少存在一个

正解x(t),满足d<ρ(x)<e,Iμ
qu(x)<L.由f的定义可知f(t,x(t),Iμ

qx(t))=f*(t,x(t),Iμ
qx(t)),

故问题(1)至少存在一个正解x(t).
(下转第324页)
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3 结论

通过对小鼠投喂不同浓度的 MS活性糖溶液

后的实验结果表明,0.2%的 MS活性糖溶液(低
剂量组)比其他实验组能够显著地提高红细胞膜

的唾液酸含量,降低脑中脂褐素的含量和肾脏中

MDA的含量,且SOD活性最高,这表明低剂量组

的MS活性糖溶液对小鼠具有一定的抗衰老效果.
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