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一类双调和方程的非平凡解的存在性

刘春晗

（齐鲁师范学院 数学学院，山东 济南２５００１３）

摘要：利用山路引理，讨论了非线性项在负无穷远处是渐近线性而在正无穷远处是超线性的一类双调和方

程，且获得了该方程的非平凡解．所得结论推广了文献［３］和文献［５］的相应定理．
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０　引言

考虑一类双调和方程

　
Δ
２狏－

犖２（犖－４）
２

１６

狏

狓 ４＝犳（狓，狏），狓∈Ω，

狏＝Δ狏＝０，狓∈Ω

烅

烄

烆 ．

（１）

其中Ω犚
犖 是有界的光滑区域，犳（狓，狏）满足以下条件：

（Ｆ１）存在某个常数犆＞０，使得 犳（狓，狏）≤犆（１＋ 狏 狆），狓∈Ω，狏∈犚．这里１＜狆＜狆

＝

犖＋４
犖－４

，犖 ≥５．

（Ｆ２）犳（狓，狏）∈犆（Ω×犚，犚），犳（狓，狏）狏≥０，狓∈Ω，狏∈犚．

（Ｆ３）ｌｉｍ
狏→０

犳（狓，狏）

狏
＝犪，ｌｉｍ

狏→－∞

犳（狓，狏）

狏
＝犫，ｌｉｍ

狏→＋∞

犳（狓，狏）

狏
＝＋∞，对ａ．ｅ．狓∈Ω一致，其中犪＜λ１ ＜犫，

犫＝λ犽，犽≥２，且λ犽 是特征值问题（２）对应的特征值．

（Ｆ４）ｌｉｍ
狏→－∞

（犳（狓，狏）狏－２犉（狓，狏））＝＋∞．
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文献［１］的作者定义了一个新的空间犎，并证明了特征值问题

　
Δ
２狏－

犖２（犖－４）
２

１６

狏

狓 ４＝λ狏，狓∈Ω

狏≠０，狓∈Ω，狏∈犎
２
０（Ω

烅

烄

烆 ）

（２）

存在解，其中犎是将空间犎２
０（Ω）依范数‖狏‖

２
＝∫Ω

（Δ狏
２
－
犖２（犖－４）

２

１６

狏２

狓 ４
）ｄ狓的完备化空间．定

义犎 中的内积为〈狏，狑〉＝∫Ω

（Δ狏Δ狑－
犖２（犖－４）

２

１６

狏狑

狓 ４
）ｄ狓，容易得出犎 按上述内积仍为Ｈｉｌｂｅｒｔ空

间．关于空间犎 中的特征值问题可参看文献［１］和文献［３４］．

文献［３］和文献［５］分别在犳满足下列无穷远处共振和非共振的条件下，证明了方程（１）至少存在

一个非平凡解：

（ｆ２）ｌｉｍ
狋→０

犳（狓，狋）

狋
＝μ，ｌｉｍ

狋 →∞

犳（狓，狋）

狋
＝υ，对ａ．ｅ．狓∈Ω一致，其中μ＜λ１＜υ＝λ犽，且λ犽（犽≥２）是

特征值问题（１）对应的特征值．

（ｆ２）′ｌｉｍ
狋→０

犳（狓，狋）

狋
＝μ，ｌｉｍ

狋 →∞

犳（狓，狋）

狋
＝υ，对ａ．ｅ．狓∈Ω一致，其中μ＜λ１ ＜υ＜＋∞，υ≠λ犽，且

λ犽（犽≥２）是特征值问题（２）对应的特征值．

以上考虑的均是犳在无穷远处为渐进线性的情形．本文利用山路引理，在犳满足正无穷远处是超线

性而负无穷远处是渐近线性且共振的情况下研究了椭圆方程（１）混合线性问题解的存在性，所得结果

推广了文献［３］和文献［５］中的相应定理．

易知，方程（１）的弱解就是泛函

　Φ（狏）＝
１

２∫Ω

（Δ狏
２
－
犖２（犖－４）

２

１６

狏２

狓 ４
）ｄ狓－∫Ω

犉（狓，狏）ｄ狓

的临界点，其中犉（狓，狏）＝∫
狏

０
犳（狓，狊）ｄ狊，且有

　〈Φ′（狏），φ〉＝∫Ω

（Δ狏Δφ－
犖２（犖－４）

２

１６

狏φ
狓 ４

）ｄ狓－∫Ω
犳（狓，狏）φｄ狓，φ∈犎．

１　 定义和引理

定义１
［６］
　设Φ∈犆

１（犈，犚），若对于任意满足Φ（狏狀）→犮，（１＋‖狏狀‖）Φ′（狏狀）→０（狀→∞）的数列

狏｛ ｝狀 均存在收敛子列，则称Φ对于每一个犮∈犚满足（犆）犮条件；如果Φ对于每一个犮∈犚满足（犆）犮条件，

则称Φ满足（犆）条件．

引理１
［５］
　Ｈｉｌｂｅｒｔ空间犎 紧嵌入到犔

２（Ω）空间中．

定理１
［６］
　 假设犈为实的Ｂａｎａｃｈ空间，φ∈犆

１（犈，犚），对某一个常数α＜β，ρ＞０且狏１ ∈犈，

‖狏１‖ ＞ρ满足ｍａｘ｛φ（０），φ（１）｝≤α＜β≤ ｉｎｆ
‖狏‖＝ρ
φ（狏）．令Γ＝ ｛γ∈犆（［０，１］，犈）：γ（０）＝０，γ（１）＝狌１｝，

犮＝ｉｎｆ
γ∈Γ
ｍａｘ
τ∈［０，１］

φ（γ（τ）），则犮≥β＞０且存在｛狏狀｝犈，使得φ（狏狀）→犮，（１＋‖狏狀‖）φ′（狏狀）→０，狀→∞．

并且，如果φ再满足（犆）犮条件，则犮就是φ 的临界点．

２　 主要结果及其证明

本文用到Ｈｉｌｂｅｒｔ空间犎，它是将空间犎２
０（Ω）依范数‖狏‖

２
＝∫Ω

（Δ狏
２
－
犖２（犖－４）

２

１６

狏２

狓 ４
）ｄ狓

的完备化空间，犎 中的内积为〈狏，狑〉＝∫Ω

（Δ狏Δ狑－
犖２（犖－４）

２

１６

狏狑

狓 ４
）ｄ狓，其中狏，狑∈犎，狓Ω．

４０２



　 第３期 刘春晗：一类双调和方程的非平凡解的存在性

定理２　 假设犳（狓，狏）满足（Ｆ１）—（Ｆ４），并且犫＝λ犽（犽≥２），则方程（１）至少存在一个非平凡解．

证明 　 首先证明泛函Φ满足（犆）条件．先证明 狏｛ ｝狀 有界．假设狏狀 满足

　（１＋‖狏狀‖）Φ′（狏狀）→０，Φ（狏狀）→犮． （３）

若 ‖狏狀‖ →＋∞（狀→∞），则令狔狀＝
狏狀

‖狏狀‖
，显然‖狔狀‖＝１，由此可知狔狀不恒为０，因此可得到一个

子列，不妨仍记为 狔｛ ｝狀 ，使得

　狔狀狔０ 于犎，狔狀 →狔０ 于犔
２（Ω），狔狀 →狔０ 于ａ．ｅ．狓∈Ω；狔狀（狓）≤犾（狓）于ａ．ｅ．狓∈Ω．

其中狔０ ∈犎，犾∈犔
２（Ω）．由式（３）和 ‖狏狀‖ →＋∞，可知对于任意的ψ∈犎，有

　∫Ω

（Δ狔狀Δψ－
犖２（犖－４）

２

１６

狔狀ψ
狓 ４

）ｄ狓－∫Ω

犳（狓，狏狀）

‖狏狀‖
ψｄ狓 ＝

〈Φ′（狏狀），ψ〉

‖狏狀‖
≤

　　
１

‖狏狀‖
‖Φ′（狏狀）‖‖ψ‖ →０． （４）

对式（４）取极限可得

　ｌｉｍ
狀→∞∫Ω

犳（狓，狏狀）ψ
‖狏狀‖

ｄ狓＝∫Ω

（Δ狔０Δψ－
犖２（犖－４）

２

１６

狔０ψ
狓 ４

）ｄ狓，ψ∈犎． （５）

下面证明狔０（狓）≤０对ａ．ｅ．狓∈Ω成立．在式（５）中取ψ＝狔
＋
０ ＝ｍａｘ｛狔０，０｝，则有

　ｌｉｍ
狀→∞∫Ω

＋

犳（狓，狏狀）狔０
‖狏狀‖

ｄ狓＝∫Ω
＋
（Δ狔０Δ狔０－

犖２（犖－４）
２

１６

狔２０
狓 ４

）ｄ狓＝

　　∫Ω
＋
（Δ狔０

２
－
犖２（犖－４）

２

１６

狔２０
狓 ４

）ｄ狓＜＋∞， （６）

其中Ω
＋
＝｛狓∈Ω狘狔０（狓）＞０｝．根据条件（Ｆ３）可得，存在某个正的常数犕１ ＞０，有

　
犳（狓，狏狀）狔０
‖狏狀‖

≥ （－犫犾（狓）－犕１）狔０，ａ．ｅ．狓∈Ω．

又因为狏狀＝‖狏狀‖狔狀，所以ｌｉｍ
狀→∞
狏狀＝＋∞，ａ．ｅ．狓∈Ω

＋．再由条件（Ｆ３）可得

　ｌｉｍ
狀→∞

犳（狓，狏狀）狔０
‖狏狀‖

＝ｌｉｍ
狀→∞

犳（狓，狏狀）

狏狀
狔狀狔０＝＋∞，ａ．ｅ．狓∈Ω

＋．

因此，若 Ω
＋
＞０，由Ｆａｔｏｕ定理可得ｌｉｍ

狀→∞∫Ω
＋

犳（狓，狏狀）狔０
‖狏狀‖

ｄ狓＝＋∞，这与式（６）矛盾，故 Ω
＋
＝０，所以

狔０（狓）≤０对ａ．ｅ．狓∈Ω成立．

因为ｌｉｍ
狀→∞
‖狔狀‖＝‖狔０‖＝１，所以狔０不恒为０．由条件（Ｆ３）可知，存在犕＞０使得

犳（狓，狏狀）

狏狀
≤犕

对ａ．ｅ．狓∈Ω成立．利用Ｌｅｂｅｓｇｕｅ控制收敛定理和式（５）可得

　∫Ω

（Δ狔０Δψ－
犖２（犖－４）

２

１６

狔０ψ
狓 ４

）ｄ狓＝∫Ω
λ犽狔０ψｄ狓，ψ∈犎，

故狔０ 是λ犽 的一个特征函数，则 狏狀 →＋∞，ａ．ｅ．狓∈Ω．由条件（Ｆ４）可知

　ｌｉｍ
狀→∞

（犳（狓，狏狀）狏狀－２犉（狓，狏狀））＝＋∞．

根据Ｆａｔｏｕ引理可得ｌｉｍ
狀→∞∫Ω

（犳（狓，狏狀）狏狀－２犉（狓，狏狀））ｄ狓＝＋∞．另一方面，存在常数犆０ ＞０，有

　犆０ ≥２Φ（狏狀）－〈Φ′（狏狀），狏狀〉＝∫Ω

（Δ狏狀
２
－
犖２（犖－４）

２

１６

狏２狀
狓 ４

）ｄ狓－∫Ω
２犉（狓，狏狀）ｄ狓－

　　∫Ω

（Δ狏狀
２
－
犖２（犖－４）

２

１６

狏２狀
狓 ４

）ｄ狓＋∫Ω
犳（狓，狏狀）狏狀ｄ狓＝∫Ω

（犳（狓，狏狀）狏狀－２犉（狓，狏狀））ｄ狓，

矛盾，因此证得 狏｛ ｝狀 有界．由此知在犎 中 狏｛ ｝狀 有弱收敛的子列，不妨仍记为 狏｛ ｝狀 ，其弱极限记为狏．由引

理１可得在犔２（Ω）中狏狀 →狏，再由（１＋‖狏狀‖）Φ′（狏狀）→０有

５０２
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　‖狏狀－狏犿‖＝∫Ω
犳（狓，狏狀－狏犿）（狏狀－狏犿）ｄ狓＋狅（１）‖狏狀－狏犿‖．

令狀，犿→∞，则有∫Ω
犳（狓，狏狀－狏犿）（狏狀－狏犿）ｄ狓 ≤ 犳（狓，狏狀－狏犿）２ 狏狀－狏犿 ２，因此 狏｛ ｝狀 在犎 上强

收敛到狏，即Φ满足（犆）条件．

其次证明Φ（狏）满足定理１的其他条件．由条件（Ｆ３）可知，对于任意的ε＞０，存在常数犆１＞０，使

得犉（狓，狏）≤
１

２
（犪＋ε）狏

２
＋犆１狏

狆＋１．选取ε充分小，使得λ１＞犪＋ε，由Ｐｉｏｎｃａｒé不等式和Ｓｏｂｏｌｅｖ不等

式有

　Φ（狏）＝
１

２∫Ω

（Δ狏
２
－
犖２（犖－４）

２

１６

狏２

狓 ４
）ｄ狓－∫Ω

犉（狓，狏）ｄ狓≥

　　
１

２
‖狏‖

２
－
犪＋ε
２

狏 ２
２－犆１ 狏

狆＋１
狆＋１ ≥

１

２
（１－

犪＋ε
λ１

）‖狏‖
２
－犆２ ‖狏‖

狆＋１．

选取 ‖狏‖＝狉＞０足够小，则有Φ狘犅狉 ≥α＞０，其中犅狉＝｛狏∈犎：‖狏‖ ≤狉｝．

另一方面，因为犫＝λ犽，由条件（Ｆ３）可知，对于任意的ε＞０，存在常数犆３ ＞０，使得犉（狓，狏）≥

１

２
（λ犽－ε）狏

２
－犆３．选取ε充分小，使得λ１ ＜λ犽－ε，于是有

　Φ（狏）＝
１

２∫Ω

（Δ狏
２
－
犖２（犖－４）

２

１６

狏２

狓 ４
）ｄ狓－∫Ω

犉（狓，狏）ｄ狓≤

　　
１

２
‖狏‖

２
－
λ犽－ε
２

狏 ２
２＋犆３ Ω ．

设狏＝狋φ１，其中φ１ 是相应于特征值λ１ 的特征函数，‖φ１‖＝１，于是有

　Φ（狋φ１）≤
１

２
（１－

λ犽－ε

λ１
）狋２ ‖φ１‖

２
＋犆３ Ω →－∞，狋→－∞，

由此知存在犲∈犎，‖犲‖ ＞狉，使得Φ（犲）≤０．

综上Φ满足定理１的所有条件，于是方程（１）至少存在一个非平凡解．
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