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摘要：提出一种利用二项分布和微积分中的分部积分法来推导次序统计量概率密度函数的新方法，该方法不

仅可以使学生在学习次序统计量的过程中对二项分布有更进一步地了解，而且也体现了数学思维的逻辑性、

转换性、承接性和多样性．
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　　众所周知，次序统计量在数理统计上有着十分广泛的应用．然而，在讨论次序统计量的概率密度函

数时，有关教程中都采用了分区间法或类似分区间法的概率元法来导出其概率密度函数［１５］．虽然文献

［６］认为这种方法不够严谨，并对这种方法进行了相应的修改，但总的证明思路仍没有太大的变化．鉴于

此，本文根据二项分布的定义，结合微积分中的分部积分法来推导次序统计量的概率密度函数，该方法

不仅可以使学生在教学过程中可以回顾更多以往学过的概率分布知识和内容，还能达到启发学生独立

思考和培养学生数学思维逻辑的目的．

１　传统的次序统计量推导方法

１．１　分区间法

设总体犡的累积分布函数与概率密度函数分别为犉（狓）和犳（狓），犡１，…，犡狀 是来自该总体的简单

随机样本，犡（１）≤ … ≤犡（狀）为其次序统计量，第犽个次序统计量犡（犽）的累计分布函数与概率密度函数
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分别记作犉犽（狓）与犳犽（狓）．对任意的实数狓，考虑次序统计量犡（犽）取值落在小区间（狓，狓＋Δ狓］内这一事

件，它等价于“样本容量为狀”的样本中有一个观测值落在（狓，狓＋Δ狓］之间，而有犽－１个落入（－∞，狓］

内，其余狀－犽个落入（狓＋Δ狓，∞）内．

样本中观测值落于（－∞，狓］内的概率为犉（狓），落入区间（狓，狓＋Δ狓］内的概率为犉（狓，狓＋Δ狓）－

犉（狓），落入区间（狓＋Δ狓，∞）内的概率为１－犉（狓，狓＋Δ狓）．将狀个观测值分成这样的３组，则其总的分

法共有 狀！
（犽－１）！１！（狀－犽）！

种．于是，由多项分布可得：

　犉犽（狓＋Δ狓）－犉犽（狓）≈
狀！

（犽－１）！（狀－犽）！
犉（狓）犽－１（犉（狓＋Δ狓）－犉（狓））（１－犉（狓＋Δ狓））

狀－犽．

（１）

对式（１）两边除以Δ狓，并令Δ狓→０，即有：

　犳犽（狓）＝ｌｉｍ
Δ狓

犉犽（狓＋Δ狓）－犉犽（狓）

Δ狓
＝

狀！
（犽－１）！（狀－犽）！

犉（狓）犽－１犳（狓）（１－犉（狓））
狀－犽． （２）

１．２　 概率元法

如果连续随机变量落在很小的区间（狓，狓＋ｄ狓］内的概率为：

　犘（狓＜犡≤狓＋ｄ狓）＝犳（狓）ｄ狓＋狅（ｄ狓）， （３）

其中狅（ｄ狓）是比ｄ狓高阶的无穷小量，可知左端概率的主要部分就是犳（狓）ｄ狓，犳（狓）ｄ狓称为是犡 的概率

元．同样，若存在函数犳（狓）使式（３）成立，则犳（狓）就是犡的密度函数．这种寻求密度函数的方法称为概

率元法．下面利用概率元法求单个的次序统计量．

设总体犡的累积分布函数与概率密度函数分别为犉（狓）和犳（狓），犡１，…，犡狀 是来自该总体的简单

随机样本，犡（１）≤…≤犡（狀）为其次序统计量，它们的观测值依次记为狔１≤…≤狔狀．第犽个次序统计量

犡（犽）的累计分布函数与概率密度函数分别记作犉（狔犽）与犳（狔犽），它的观测值为狔犽．以狔犽为基础把实数轴

分为３个区间：（－∞，狔犽），［狔犽，狔犽＋ｄ狔犽），［狔犽＋ｄ狔犽，∞），其中第２个区间的长度ｄ狔犽很小，使得样本观

测值中只有一个落入该区间，而两个或更多个观测值落入该区间的概率为零或为狅（ｄ狔犽），这里只要ｄ狔犽

充分小就可以．这样，要使犡（犽）的观测值落入［狔犽，狔犽＋ｄ狔犽）内，就要使样本的狀个观测值中有犽－１个落

入（－∞，狔犽）内，其余狀－犽个落入［狔犽＋ｄ狔犽，∞）内．根据多项分布，可得犡（犽）的概率元为：

　犳（狔犽）ｄ狔犽＝
狀！

（犽－１）！１！（狀－犽）！
［犉（狔犽）］

犽－１［犳（狔犽）ｄ狔犽］［１－犉（狔犽＋ｄ狔犽）］
狀－犽
＋狅（ｄ狔犽）．（４）

式（４）两边约去ｄ狔犽 后，再让ｄ狔犽 →０，即得犡（犽）的概率密度函数：

　犳（狔犽）＝
狀！

（犽－１）！（狀－犽）！
［犉（狔犽）］

犽－１［１－犉（狔犽）］
狀－犽
犳（狔犽）． （５）

２　 次序统计量密度函数的新的推导方法

设总体犡的累积分布函数与概率密度函数分别为犉（狓）和犳（狓），犡１，…，犡狀 是来自该总体的简单

随机样本，犡（１）≤ … ≤犡（狀）为其次序统计量．第犽个次序统计量犡（犽）的累计分布函数与概率密度函数

分别记作犉犽（狓）与犳犽（狓），则由次序统计量的定义可知，对 狓∈犚有：

　犉犽（狓）＝犘（犡（犽）≤狓）＝犘（狓１，…，狓狀 当中至少有犽个小于等于狓）＝

　　
狀

犼＝犽

犘（狓１，…，狓狀 当中正好有犼个小于等于狓）． （６）

其中狓１，…，狓狀 是狀个随机样本犡１，…，犡狀 的观测值．

因事件｛狓１，…，狓狀当中正好有犼个小于等于狓｝发生的概率可看作狀重贝努利试验中成功犼次的概
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率，故式（６）可改写成

　犉犽（狓）＝
狀

犼＝犽

犘（狓１，…，狓狀 当中正好有犼个小于等于狓）＝
狀

犼＝犽

犆犼狀［犉（狓）］犼［１－犉（狓）］
狀－犼＝

　　犆
犽
狀［犉（狓）］

犽［１－犉（狓）］
狀－犽
＋…＋犆

狀－１
狀 ［犉（狓）］

狀－１［１－犉（狓）］＋［犉（狓）］
狀， （７）

而式（７）中最后两项可写成

　犆
狀－１
狀 ［犉（狓）］

狀－１［１－犉（狓）］＋［犉（狓）］
狀
＝

狀！
（狀－１）！１！

［犉（狓）］狀－１［１－犉（狓）］＋

　　
狀！

狀（狀－１）！１！
［犉（狓）］狀＝

狀！
（狀－１）！１！

［犉（狓）］狀－１［１－犉（狓）］＋∫
犉（狓）

０

狋狀－１（１－狋）
０ｄ｛ ｝狋 ＝

　　
狀！

（狀－１）！１！
［犉（狓）］狀－１［１－犉（狓）］－∫

犉（狓）

０

狋狀－１ｄ（１－狋｛ ｝） ， （８）

根据分部积分法，式（８）可写成

　犆
狀－１
狀 ［犉（狓）］

狀－１［１－犉（狓）］＋［犉（狓）］
狀
＝

狀！
（狀－２）！１！∫

犉（狓）

０

狋狀－２（１－狋）ｄ狋＝

　　－
狀！

（狀－２）！２！∫
犉（狓）

０

狋狀－２ｄ（１－狋）
２， （９）

再根据分部积分法，式（９）与式（７）中的倒数第３项之和可改写成

　犆
狀－２
狀 ［犉（狓）］

狀－２［１－犉（狓）］
２
－

狀！
（狀－２）！２！∫

犉（狓）

０

狋狀－２ｄ（１－狋）
２
＝

　　
狀！

（狀－３）！２！∫
犉（狓）

０

狋狀－３（１－狋）
２ｄ狋＝－

狀！
（狀－３）！３！∫

犉（狓）

０

狋狀－３ｄ（１－狋）
３．

继续这一过程，直到式（７）写成一个如下积分式子：

　犉犽（狓）＝犆
犽
狀［犉（狓）］犼［１－犉（狓）］

狀－犼＋…＋犆
狀－１
狀 ［犉（狓）］

狀－１［１－犉（狓）］＋［犉（狓）］
狀
＝

　　犆
犽
狀［犉（狓）］犼［１－犉（狓）］

狀－犼－
狀！

犽！（狀－犽）！∫
犉（狓）

０

狋犽ｄ（１－狋）
狀－犽
＝

　　
狀！

（犽－１）！（狀－犽）！∫
犉（狓）

０

狋犽－１（１－狋）
狀－犽ｄ狋， （１０）

式（１０）两边对狓求导，可得

　
ｄ

ｄ狓
犉犽（狓）＝

ｄ

ｄ狓

狀！
（犽－１）！（狀－犽）！∫

犉（狓）

０

狋犽－１（１－狋）
狀－犽ｄ（ ）狋 ＝

　　
狀！

（犽－１）！（狀－犽）！
［犉（狓）］犽－１［１－犉（狓）］

狀－犽
犳（狓），

即

　犳犽（狓）＝
狀！

（犽－１）！（狀－犽）！
［犉（狓）］犽－１［１－犉（狓）］

狀－犽
犳（狓）． （１１）

这一结果与文献［１５］中关于单个次序统计量概率密度函数的结果完全一致．

３　 学习效果的比较及结论

在教学过程中，使用分区间和概率元方法进行推导虽然简洁，但是得到概率密度函数的过程不够严

谨，并且也没有把连续随机变量的分布函数与概率密度函数紧密地联系起来，不能起到温故知新的作

４９１
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用．而使用本文给出的推导方法，可以通过次序统计量的定义导出式（６），这样既可加深学习者对次序统

计量的理解，同时也可以回顾事件的表示法和概率的可列可加性性质．进一步地，通过把事件｛狓１，…，

狓狀当中正好有犼个小于等于狓｝与贝努利概型进行比较，导出式（７），这一过程不仅可以启发学习者如何

应用好贝努利概型，也可以使学习者对二项分布有进一步的了解．

本文利用微积分中的分部积分法来导出式（８）和式（９），然后再利用迭推关系导出式（１０），这正是

本文方法区别于分区间法和概率元法的关键．另外，在推导过程中，本文还得出如下有用的恒等式：

　
狀

犽＝犿

犆犽狀狆
犽（１－狆）

狀－犽
＝犿犆

犿

狀∫
狆

０

狋犿－１（１－狋）
狀－犿ｄ狋． （１２）

由式（１２）发现，其左侧为狀重贝努利试验中试验成功的次数不小于犿次的概率，而其右侧为不完全贝塔

函数．

最后再对式（１０）求导得出式（１１），由此可使学习者对分布函数与概率密度函数间的关系有更进一

步的认识．

综上所述，本文方法在整个推导过程中不仅没有过于复杂的数学逻辑，而且也不失数学上严密的思

维逻辑性．这种推导方式不仅可以给攻读数学类或统计专业的学生非常直观的印象，而且还可以教会学

生数学逻辑的思维转换性和思维多样性．
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