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分数阶狇对称非自治系统的稳定性
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摘要：考虑一类分数阶狇 对称非自治系统的稳定性．利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接法，研究了狇 对称Ｃａｐｕｔｏ分数阶非

自治系统的稳定性，建立了该系统一致稳定性及渐近稳定性条件并给出了证明．进一步，利用狇 对称 Ｒｉｅ

ｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶导算子与狇 对称Ｃａｐｕｔｏ分数阶导算子的关系，给出了狇 对称ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ分数

阶非自治系统的稳定性、一致稳定性及渐近稳定性结果．
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０　引言

分数阶微积分可以处理含有任意阶导数的问题．近年来，对分数阶微积分的研究受到了国内外学者

的关注，并取得了许多好的成果［１２］．狇 微积分概念由Ｊａｃｋｓｏｎ于１９１０年提出
［３４］，之后ＡｌＳａｌａｍ

［５］和

Ａｇａｒｗａｌ
［６］给出了分数阶狇 微积分的基本概念和性质．为了表明分数微积分的优点，文献［７］的作者研

究了整数阶微分系统的稳定性，并得出整数阶系统不稳定的结论，但当整数阶系统用相应的分数阶系统

来代替时，分数阶系统却是稳定的．文献［８］的作者将上述结果推广到了狇 差分系统上．本文将进一步

表明文献［８］的结果对于狇 对称差分系统也成立．

首先考虑２个简单的狇 对称差分系统：



　 第３期 吴凡，等：分数阶狇 对称非自治系统的稳定性

　（
犮珦犇狇，０狓）（狋）＝［μ］狇狋

μ－１，狓（０）＝狓０； （１）

　（
犮珦犇α狇，０狓）（狋）＝［μ］狇狋

μ－１，狓（０）＝狓０． （２）

其中０＜α，μ，狇＜１，０＜μ＜１－α，狋∈犜狇＝｛狓狇：狓∈［０，＋∞）｝，［μ］狇＝
１－狇

２μ

１－狇
２．方程（１）的解

狓（狋）＝狋μ－
１
＋狓０→＋∞（狋→＋∞）是不稳定的；方程（２）的解狓（狋）＝

Γ狇（μ）

Γ狇（μ＋α）
狇

α（）２ ＋（μ－１）α狋α＋μ－１＋狓０→狓０

（狋→＋∞）是稳定的，其中
槇
Γ狇（·）是狇 对称Γ函数．本文主要研究一类分数阶狇 对称非自治系统的稳

定性．

１　 预备知识

定义１
［１４］
　 ［犪］狇＝

１－狇
２犪

１－狇
２
，犪∈犚；［０］狇！＝１，［狀］狇！＝［狀］狇［狀－１］狇… ［１］狇．

定义２
［１４］
　 类似于幂指函数（犪－犫）

狀，狇 对称幂指函数定义为：

　 （犪－犫）
（０）
＝１；（犪－犫）

（犽）
＝∏

犽－１

犻＝０
（犪－犫狇

２犻＋１），犽∈犖，犪，犫∈犚；

　 （犪－犫）
（α）
＝犪

α ∏
∞

犻＝０
（犪－犫狇

２犻＋１）

∏
∞

犻＝０
（犪－犫狇

２（犻＋α）＋１）
，α∈犚；特别地，犫＝０时珔犪（α）＝犪

α．

定义３
［１４］
　 函数狓（狋）的狇 对称导数定义为：（珦犇狇狓）（狋）＝

狓（狇狋）－狓（狇－
１狋）

（狇－狇
－１）狋

，（珦犇狇狓）（０）＝狓′（０）．函

数狓（狋）的高阶狇 对称导数定义为：（珦犇
０
狇，０狓）（狋）＝狓（狋），（珦犇

狀
狇，０狓）（狋）＝（珦犇狇，０珦犇

狀－１
狇，０狓）（狋），狀∈犖．

定义４
［１４］
　狇 对称Γ函数定义为

　
槇
Γ狇（狓）＝（１－狇）

（狓－１）（１－狇
２）１－狓，狓∈犚／｛０，－１，－２，…｝．

易知 槇
Γ狇（１）＝１，

槇
Γ狇（狓＋１）＝［狓］狇

槇
Γ狇（狓）．

定义５
［１４］
　 函数狓（狋）的狇 对称积分定义为：

　（犐
～

狇，０狓）（狋）＝∫
狋

０
狓（狊）珘ｄ狇狊＝狋（１－狇

２）
∞

犽＝０

狇
２犽狓（狋狇

２犽＋１），

　（犐
～

狇，犪狓）（狋）＝∫
狋

０
狓（狊）珘ｄ狇狊－∫

犪

０
狓（狊）珘ｄ狇狊．

函数狓（狋）的高阶狇 对称积分定义为

　（犐
～
０
狇，０狓）（狋）＝狓（狋），（犐

～
狀
狇，０狓）（狋）＝（犐

～

狇，０犐
～
狀－１
狇，０狓）（狋），狀∈犖．

定义６
［１４］
　 函数狓（狋）的狇 对称分数阶积分定义为

　（犐
～
α
狇，０狓）（狋）＝

１
槇
Γ狇（α）

狇
α（）２∫

狋

０

（狋－狊）
（α－１）狓（狇α

－１狊）珘ｄ狇狊，

其中
α烄

烆

烌

烎犽
＝

Γ（α＋１）

Γ（犽＋１）Γ（α－犽＋１）
，犽∈犖．

定义７
［１４］
　 函数狓（狋）的狇 对称ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶导数定义为

　（珦犇α狇，０狓）（狋）＝

（犐
～
－α
狇，０狓）（狋），α＜０；

狓（狋），α＝０；

（珦犇
［α］
狇，０犐

～
［α］－α
狇，０ 狓）（狋），α＞０

烅

烄

烆 ．

这里［α］表示大于或等于α的最小整数．

定义８
［１４］
　 函数狓（狋）的狇 对称Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数定义为

９８１
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　（
犮珦犇α狇，０狓）（狋）＝

（犐
～
－α
狇，０狓）（狋），α＜０；

狓（狋），α＝０；

（犐
～
［α］－α
狇，０
珦犇
［α］
狇，０狓）（狋），α＞０

烅

烄

烆 ．

性质１
［１４］
　 若α＞０，犪≤犫≤狋，则（狋－犪）

（α）
≥ （狋－犫）

（α）．

性质２
［１４］
　 ［犪（狋－狊）］

（α）
＝犪

α（狋－狊）
（α），狋犇狇（狋－狊）

（α）
＝［α］狇（狇

－１狋－狊）
（α－１），狊犇狇（狋－狇

－１狊）
（α）
＝－

［α］狇（狋－狊）
（α－１）．

引理１
［１４］
　（珦犇狇，０犐

～

狇，０狓）（狋）＝狓（狋），（犐
～

狇，０
珦犇狇，０狓）（狋）＝狓（狋）－狓（０）．

引理２
［１４］
　 设α，β≥０，狓（狋）是定义在［０，１］上的函数，则：

（ａ）（犐
～
α
狇，０犐

～
β
狇，０狓）（狋）＝（犐

～
α＋β
狇，０狓）（狋）；

（ｂ）（珦犇α狇，０犐
～
α
狇，０狓）（狋）＝狓（狋）；

（ｃ）（犐
～
α
狇，０
犮珦犇α狇，０狓）（狋）＝狓（狋）－

犖－１

犽＝０

狇
犽（）２

［犽］狇！
（珦犇犽狇狓）（０）狓

犽，狋∈［０，狇
α］，α∈（犖－１，犖］．

引理３
［１４］
　 设α∈犚

＋／犖０，λ∈（－１，＋∞），则：

（ａ）犐
～
α
狇，０狋

λ
＝
Γ狇（λ＋１）

Γ狇（λ＋α＋１）
狇

α（）２ ＋λα狋λ＋α，

（ｂ）珦犇α狇，０狋
λ
＝
Γ狇（λ＋１）

Γ狇（λ－α＋１）
狇

α（）２ －λα狋λ－α．

引理４
［１３］
　 设α＞０，（犐

～
α
狇，０
珦犇狇，０狓）（狋）＝（珦犇狇，０犐

～
α
狇，０狓）（狋）－

狋α－１

Γ狇（α）
狓（０）．

引理５　 设０＜α＜１，（
犮珦犇α狇，０狓）（狋）＝（珦犇

α
狇，０狓）（狋）－

狋１－α

Γ狇（α）
狇

１－α（ ）２ 狓（０）．

证明 　 由定义７、定义８及引理１，有

　（
犮珦犇α狇，０狓）（狋）＝（犐

～
１－α
狇，０
珦犇狇，０狓）（狋）＝（犐

～
１－α
狇，０
珦犇狇，０狓）（狋）＝（珦犇狇，０犐

～

狇，０犐
～
１－α
狇，０
珦犇狇，０狓）（狋）＝

　　（珦犇狇，０犐
～
１－α
狇，０犐

～

狇，０
珦犇狇，０狓）（狋）＝（珦犇狇，０犐

～
１－α
狇，０狓）（狋）－（珦犇狇，０犐

～
１－α
狇，０狓）（０）＝（珦犇

α
狇，０狓）（狋）－

狋１－α

Γ狇（α）
狇

１－α（ ）２ 狓（０）．

２　狇对称非自治系统的犔狔犪狆狌狀狅狏稳定性

本文利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数法研究狇 对称非自治系统

　（
犮珦犇α狇，０狓）（狋）＝犳（狋，狓（狋）），狓（０）＝狓０ （３）

的稳定性，其中狋≥０，狋∈犜狇，０＜α＜１，且犳∶犜狇×犚
狀
→犚

狀 是连续函数．注意到系统（３）的一个

Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数犞 依赖于狋和狓，于是设犳（狋，０）＝０，狋∈犜狇 使得系统（３）有零解．

定义９　 对系统（３）：（ｉ）零解狓（狋）＝０是稳定的，如果对 ε＞０存在δ＝δ（ε，０）＞０使得对满足

‖狓０‖ ＜δ的任意解狓（狋）＝狓（狋，０，狓０）有 ‖狓（狋）‖ ＜ε，狋∈犜狇，狋≥０．

（ｉｉ）零解狓（狋）＝０是一致稳定的，如果它是稳定的且对 ε＞０存在δ＝δ（ε）＞０使得对满足

‖狓０‖ ＜δ的任意解狓（狋）＝狓（狋，０，狓０）有 ‖狓（狋）‖ ＜ε，狋∈犜狇，狋≥０．

（ｉｉｉ）零解狓（狋）＝０是渐近稳定的，如果它是稳定的且存在δ＞０使得对任意的解狓（狋）＝狓（狋，０，狓０）

只要满足 ‖狓０‖ ＜δ就有ｌｉｍ
狋→∞
狓（狋，狋０，狓０）＝０．

定义１０　 一个函数φ（狉）称为属于函数类犓 当且仅当φ ∈犆［［０，ρ），犚
＋］，其中ρ是一个正实数，
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φ（０）＝０且φ（狉）是严格单调递减函数．

定义１１　 函数犞（狋，狓）定义在犜狇×犛ρ 上，其中犛ρ＝｛狓∈犚
狀：‖狓‖ ＜ρ｝，ρ是一个正实数．函数

犞（狋，狓）称为是正定的，当且仅当犞（狋，０）＝０，狋∈犜狇 且存在函数φ（狉）∈犓 使得φ（狉）≤犞（狋，狓），

‖狓‖＝狉，（狋，狓）∈犜狇×犛ρ．

函数犞（狋，狓）定义在犜狇×犛ρ 上，其中犛ρ＝｛狓∈犚
狀：‖狓‖ ＜ρ｝，ρ是一个正实数．函数犞（狋，狓）称

为是减少的标量函数，当且仅当犞（狋，０）＝０，狋∈犜狇 且存在函数φ（狉）∈犓 使得犞（狋，狓）≤φ（狉），

‖狓‖＝狉，（狋，狓）∈犜狇×犛ρ．

定理１　 如果存在定义在犜狇×犛ρ 上的正定函数犞（狋，狓）使得
犮珦犇α狇，０犞（狋，狓）≤０，（狋，狓）∈犜狇×犛ρ，

则系统（３）的零解是稳定的．

证明 　 设狓（狋）＝狓（狋，０，狓０）是系统（３）的一个解．因为犞（狋，狓）是正定的，所以存在一个函数

φ（狉）∈犓 使得φ（‖狓‖）≤犞（狋，狓），（狋，狓）∈犜狇×犛ρ．对ε＞０，０＜ε＜ρ，因为犞（０，０）＝０且犞（０，

狓）关于狓连续，因此可以选择δ＝δ（ε，０）＞０使得当 ‖狓０‖ ＜δ时有犞（０，狓０）＜φ（ε）．对系统（３）的

任意解狓（狋）＝狓（狋，０，狓０），因为（
犮珦犇α狇，０犞（狋，狓（狋））≤０，利用引理２的（ｃ）有犞（狋，狓（狋））≤犞（０，狓０），狋∈

犜狇．因此φ（‖狓（狋）‖）≤犞（狋，狓（狋））≤犞（０，狓０）≤φ（‖狓０‖）＜φ（δ）＜φ（ε），从而‖狓‖＜ε，狋∈犜狇，

狋≥０．

定理２　 如果存在定义在犜狇×犛ρ 上的正定且递减的函数犞（狋，狓）使得
犮珦犇α狇，０犞（狋，狓）≤０，（狋，狓）∈

犜狇×犛ρ，则系统（３）的零解是一致稳定的．

证明 　设狓（狋）＝狓（狋，０，狓０）是系统（３）的一个解．因为犞（狋，狓）是正定且递减的，所以存在函数φ，

ψ∈犓 使得φ（‖狓‖）≤犞（狋，狓）≤ψ（‖狓‖），（狋，狓）∈犜狇×犛ρ．对 ε＞０，０＜ε＜ρ，因为φ（０）＝０

且φ（狓）关于狓连续，因此可以选择δ＝δ（ε）＞０使得当 ‖狓０‖ ＜δ时有ψ（δ）＜φ（ε）．对系统（３）的

任意解狓（狋）＝狓（狋，０，狓０），有φ（‖狓（狋）‖）≤犞（狋，狓（狋）），‖狓０‖＜δ（ε）．因为（
犮珦犇α狇，０犞（狋，狓（狋））≤０，利

用引理２的（ｃ）有犞（狋，狓（狋））≤犞（０，狓０），狋∈犜狇，因此φ（‖狓（狋）‖）≤犞（狋，狓（狋））≤犞（０，狓０）≤

ψ（‖狓０‖）＜ψ（δ）＜φ（ε），从而 ‖狓‖ ＜ε，狋∈犜狇，狋≥０．

定理３　 如果存在定义在犜狇×犛ρ 上的正定且递减的函数犞（狋，狓）使得

　
犮珦犇α狇，０犞（狋，狓）≤－ψ（犞（狋，狓）），（狋，狓）∈犜狇×犛ρ，狋≥０，

其中ψ（犞（狋，狓））≥ψ（犞０），ψ∈犓，则系统（３）的零解是渐近稳定的．

证明 　 因为满足定理１的条件，所以系统（３）的零解是稳定的．因为
犮珦犇α狇，０犞（狋，狓）≤－ψ（犞（狋，狓）），

（狋，狓）∈犜狇×犛ρ，狋≥０，利用引理２，犞（狋，狓（狋））≤犞（０，狓０），狋∈犜狇 且（狋，狓）∈犜狇×犛ρ，狋≥０．故犞（狋，

狓（狋））是递减的，所以ｌｉｍ
狋→∞
犞（狋，狓）＝犞０存在．下证犞０＝０．否则，由于犞（狋，狓）≥犞０，有－ψ（犞（狋，狓））≤－

ψ（犞０），
犮珦犇α狇，０犞（狋，狓）≤－ψ（犞０）．利用引理２，可得犞（狋，狓）≤犞（０，狓０）－ψ（犞０）狇

α－１（ ）２
狋α－１

槇
Γ狇（α）

．证毕．

利用引理５，可得以下结论：

定理４　（ｉ）在定理２中，如果将
犮珦犇α狇，０ 换成珦犇

α
狇，０ 之后仍然满足条件，那么

　（珦犇α狇，０狓）（狋）＝犳（狋，狓（狋）），狓（０）＝狓０ （４）

的零解是稳定的．

（ｉｉ）在定理３中，如果将犮珦犇α狇，０ 换成珦犇
α
狇，０ 之后仍然满足条件，那么方程（４）的零解是一致稳定的．

（ｉｉｉ）在定理４中，如果将犮珦犇α狇，０ 换成珦犇
α
狇，０ 之后仍然满足条件，那么方程（４）的零解是渐近稳定的．

参考文献：

［１］　ＳｔｒｏｍｉｎｇｅｒＡ．Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｉｎｂｌａｃｋｈｏｌｅｒａｄｉａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＰｈｙｓＲｅｖＬｅｔｔ，１９９３，７１（２３）：３７４３３７４６．
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　　由图可知，交流电压在４０～２５０Ｖ范围内改

变时，浮地模式爆闪式信号灯在输入电压为２５０、

２２０、１００、４０Ｖ的情况下，其输入波形均正常，并

且犝ｏ都能够在０．８ｓ以内达到设定值，由此可知

该爆闪灯可以在交流４０～２５０Ｖ宽电压范围内稳

定地工作．

４　结论

经实验证明，本文设计的利用浮地方式工作

的爆闪式信号灯可以在交流４０～２５０Ｖ的宽电压

范围内稳定地工作，克服了现售爆闪灯仅能在

４８、１１０、２２０Ｖ电压下工作的弊端，而且电路简

单，因此本文设计的爆闪灯具有良好的开发应用

前景．
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