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摘要：在有界区域上研究了具有Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件的随机强衰减波动方程的渐近行为．针对与上述波动方

程相关联的随机动力系统，在一个余维数１的空间上证明其随机吸引子的存在性．研究了此动力系统紧吸引

集的存在性，并分析了紧吸引集的调和性，从而得到了随机吸引子的唯一存在性．
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０　引言

设犝犚
狀是具有光滑边界犝的一个有界开区域，在犝×（０，＋∞）上考虑如下具有可加噪声的随

机强衰减波动方程：

　

狌狋狋＋狌狋＋犳（狌）－Δ狌＋α（－Δ）η狌狋＝犵＋
犿

犼＝１

犺犼ｄ犠犼，狓∈犝，狋＞０，η∈［０，１］；

狌（狓，０）＝狌０（狓），狌狋（狓，０）＝狌１（狓），狓∈犝；

狌

狀
＝０，狓∈犝，狋＞０

烅

烄

烆
．

（１）

其中，未知函数狌＝狌（狓，狋）是关于狓∈犝，狋≥０的实函数，Δ是关于变量狓∈犝的拉普拉斯算子，α＞０

是强衰减系数，犵（狓）是给定的外力项，狀为犝的向外法向量．非线性项犳∈犆
１（犚，犚）和外力项犵（狓）满

足如下假设条件：

　犮０ ＞０，ｓ．ｔ．犳′（狊）≤犮０，狊∈犚， （２）
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　犮１ ＞０，ｓ．ｔ．犳（狊）≤犮１，狊∈犚， （３）

　犵（狓）∈犔
２（犝）． （４）

其中犔２（犝）＝ ｛狌∈犔
２（犝）：∫犝

狌ｄ狓＝０｝，· 表示数的绝对值，犺犼∈犎
２（犝）且在犝上

犺犼
狀
＝０，犼＝１，…，犿．

犠｛ ｝犼
犿
犼＝１是概率空间（Ω，犉，犘）中的相互独立的双边实值Ｗｉｅｎｅｒ过程，其中Ω＝｛ω＝（ω１，ω２，…，ω犿）∈

犆（犚，犚犿）：ω（０）＝０｝，犉为在Ω上由紧开拓扑生成的Ｂｏｒｅｌσ代数，犘是在犉上相应的 Ｗｉｎｅｒ测度．本

文把（犠１（狋），…，犠犿（狋））与ω（狋）等同看待，即ω（狋）＝（犠１（狋），…，犠犿（狋）），狋∈犚．

强衰减波动方程是模拟具有形变的弹性杆纵向摆动现象的一种数学模型，其在结构性衰减的弹性

系统中具有广泛应用．Ｇ．Ｃｈｅｎ等在文献［１］中提出了结构衰减的弹性系统模型，此类方程的渐近性质

在无穷维动力系统理论研究中具有重要意义．韩英豪等在文献［２］中研究了分形布朗运动驱动的随机

偏微分泛函方程的渐近行为，证明了当线性部分为解析线性算子时相应的随机系统具有随机吸引子．

ＺｈｏｕＳ在文献［３］中研究了强衰减非线性波动方程的整体吸引子的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ维数．由于随机系统的复

杂性，目前为止关于具有Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件的随机强衰减波动方程随机吸引子存在性的研究较少．

ＷａｎｇＺ等在文献［４］中研究了具有Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件的随机强衰减波动方程随机吸引子的存在性．

在此基础上，本文研究上述具有Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件的随机强衰减波动方程的渐近行为．特别是，当强

衰减项为更一般的分数幂情形时，证明在一个余维数１的空间中随机动力系统随机吸引子的存在性．

１　 方程的设定、基本概念及相关结论

令犃＝－Δ，犇（犃）≡｛狌∈犎
２（犝）：

狌

狀
狘犝 ＝０｝．显然，犃∶犇（犃）→犔

２（犝）是一个自伴、稠定且具有

特征值λ｛ ｝犻 犻∈犖
的半正定线性算子．定义犔２（犝）＝｛狌∈犔

２（犝）：∫犝
狌ｄ狓＝０｝，珮犎

１
＝｛狌∈犎

１（犝）：
狌

狀
狘犝 ＝

０｝，犎１
＝珮犎

１
∩犔

２（犝），则犃∶犎
２
∩犎

１
→犔

２（犝）是一个正定线性算子．

定义相空间犈＝犎
１
×犔

２（犝）为赋予如下内积的可分的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间：

　 〈１，２〉犈 ＝（!狌１，!狌２）＋（狌１，狌２）＋（狏１，狏２），１＝（狌１，狏１）
Ｔ，２＝（狌２，狏２）

Ｔ． （５）

其中（·，·）表示犔２（犝）的内积，Ｔ代表转置．在概率空间（Ω，犉，犘）上定义度量动力系统（θ狋）狋∈犚 为

θ狋ω（·）＝ω（·＋狋）－ω（狋），狋∈犚，则（Ω，犉，犘，（θ狋）狋∈犚）是遍历的度量动力系统
［５］．下面将方程（１）转化为

带有随机参数的确定性方程．为此，考虑如下由 Ｗｉｎｅｒ过程导出的 ＯｒｎｓｔｅｉｎＵｈｌｅｎｂｅｃｋ过程：

　狕犼（θ狋ω犼）＝－∫
０

－∞
ｅ狊（θ狋ω犼）（狊）ｄ狊，狋∈犚．

显然该过程是犐狋^狅方程ｄ狕犼＋狕犼ｄ狋＝ｄ犠犼（狋），犼∈｛１，２，…，犿｝的解．由文献［６］可知，随机变量 狕犼（ω犼）是

调和的，且存在犘测度１的一个θ狋 不变集合珦ΩΩ，对任意ω∈珦Ω，使得对犼＝１，２，…，犿，映射狋→

狕犼（θ狋ω犼）是连续的．令狕（θ狋ω）＝狕（狓，θ狋ω）＝
犿

犼＝１

犺犼狕犼（θ狋ω犼），则该过程是随机方程ｄ狕＋狕ｄ狋＝
犿

犼＝１

犺犼ｄ犠犼

的一个解．

引理１
［４］
　 对于任意ε＞０，存在调和的随机变量狉，狉犾∶Ω→犚＋，对于所有的狋∈犚，ω∈Ω，使得

　‖狕（θ狋ω）‖ ≤ｅ
ε狘狋狘狉（ω），ｅ－ε狘

狋狘狉（ω）≤狉（θ狋ω）≤ｅ
ε狘狋狘狉（ω）， （６）

　‖犃
犾狕（θ狋ω）‖ ≤ｅ

ε狘狋狘狉犾（ω），ｅ－ε狘
狋狘狉犾（ω）≤狉

犾（θ狋ω）≤ｅ
ε狘狋狘狉犾（ω）． （７）

其中狉（ω）＝
犿

犼＝１

狉犼（ω犼）‖犺犼‖，狉
犾（ω）＝

犿

犼＝１

狉犼（ω犼）‖犃
犾犺犼‖．

令狏＝狌狋，则随机波动方程（１）可转化成一阶发展方程

２８１
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狌＝狏，

狏＝－犃狌－α犃η狏－狏－犳（狌）＋犵＋
犿

犼＝１

犺犼犠犼，

狌（狓，０）＝狌０（狓），狏（狓，０）＝狌１（狓），狓∈犝

烅

烄

烆 ．

（８）

定义

　＝
狌烄

烆

烌

烎狏
，犕＝

０ －犐

犃 α犃η＋

烄

烆

烌

烎犐
，犉（狋，ω，）＝

０

－犳（狌）＋犵＋
犿

犼＝１

犺犼犠

烄

烆

烌

烎
犼

，

则犕 为以犇（犃）×犇（犃η）∩犇（犃
１
２）为定义域的犈上的线性算子．由文献［４］可知，犕 为在犈 上稠定、

可闭、耗散的算子，因而－犕 在犈 上生成犮０ 半群．这说明由方程组（８）转化的矩阵形式

　＋犕＝犉（狋，ω，）， （９）

存在调和解＝（狌，狏）
Ｔ．

通过变量替换ψ１＝狌，ψ２＝狏－狕（θ狋ω），将随机发展方程（８）转化成与其等价的具有随机系数的确

定性方程组

　


ψ１＝ψ２＋狕（θ狋ω），


ψ２＝－犃ψ１－（１＋α犃

η）ψ２－犳（ψ１）＋犵－α犃
η狕（θ狋ω），

ψ１（狓，０）＝狌０（狓），ψ２（狓，０）＝狌１（狓）－狕（ω），狓∈犝，

ψ１

狀
狘犝 ＝０

烅

烄

烆
．

（１０）

上述方程的矩阵形式为

　ψ＝－犕ψ＋珟犉（θ狋ω，ψ）， （１１）

其中ψ＝
ψ１

ψ

烄

烆

烌

烎２
，珟犉（θ狋ω，ψ）＝

狕（θ狋ω）

－犳（ψ１）＋犵－α犃
η狕（θ狋ω

烄

烆

烌

烎）
．

注１　 为书写上的方便，以下除方程的矩阵形式外，用，犕，犉表示，犕，犉，其他类似符号也作同

样处理．

对ω∈珦Ω，考虑方程（９）或（１１），并将珦Ω当作Ω．由文献［６］可知，犕 是犈中定义域犇（犕）上的无界

闭算子，其中犇（犕）＝｛（狌，狏）
Ｔ：狌，狏∈珮犎

１（犝），狌＋α狏∈犇（犃）｝，且－犕 在犈 上生成一个有界犆０线性

半群 ｅ－｛ ｝犕狋
狋≥０．

记珟犉ω（狋，ψ）∶＝珟犉（θ狋ω，ψ）．容易证明珟犉
ω（·，·）∶［０，＋∞）×犈→犈关于狋是连续的，且对于每一个

ω∈Ω，关于ψ是全局Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的．由经典理论半群的解的存在性和唯一性理论可得到如下结论
［７］：

定理１　 假设方程（１１）满足前面所设的全部条件，那么对任意η∈（０，１］，ψ０∈犈，存在唯一ψ（·，

ω，ψ０）∈犆（［０，＋∞）；犈），使得ψ（０，ω，ψ０）＝ψ０，并ψ（狋，ω，ψ０）满足积分方程

　ψ（狋，ω，ψ０）＝ｅ
－犕狋

ψ０＋∫
狋

０
ｅ－犕

（狋－狊）珟犉（θ狊ω，ψ（狊，ω，ψ０））ｄ狊，Ｐａ．ｓ．ω∈Ω．

其中ψ（狋，ω，ψ０）关于狋和ψ０ 是联合连续的，且在ω中是可测的．进而，如果ψ０ ∈犇（犕），那么存在方程

（１１）的整体解ψ（·，ω，ψ０）∈犆（［０，＋∞）；犇（犕））∩犆
１（［０，＋∞）；犈），因此解映射珟犛（狋，ω）∶ψ０→ψ（狋，

ω，ψ０）生成一个随机动力系统．

由定理１，定义映射犛∶犚＋×Ω×犈→犈，

　犛（狋，ω）∶０＝ψ０＋（０，狕（ω））
Ｔ
→（狋，ω，０）＝ψ（狋，ω，ψ０）＋（０，狕（θ狋ω））

Ｔ，

其中０＝（狌０，狌１）
Ｔ，ψ０＝（狌０，狌１－狕（ω））

Ｔ．由定理（１）可知，犛（狋，ω）是犈上的一个连续随机动力系统，

那么２个动力系统犛（狋，ω）和珟犛（狋，ω）有如下关系：

３８１
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　珟犛（狋，ω）＝犚θ狋ω犛（狋，ω）犚
－１
θ狋ω
，

其中犚θ狋ω∶（犪，犫）
Ｔ
→ （犪，犫－狕（θ狋ω））

Ｔ 是犈的一个同胚映射．

再次通过变量替换φ１＝狌＝ψ１，φ２＝狏＋ε狌－狕（θ狋ω）＝ψ２＋εψ１（其中ε是较小的正常数，其取值

范围将在后面给出），得到如下与方程（１１）等价的发展方程：

　


φ１＝－εφ１＋φ２＋狕（θ狋ω），


φ２＝ε（１－ε）φ１＋εα犃

η
φ１－犃φ１＋［（ε－１）－α犃

η］φ２－犳（φ１）＋犵＋（ε－α犃
η）狕（θ狋ω），

φ０（狓，０）＝（狌０（狓），狌１（狓）＋ε狌０（狓）－狕（ω））

烅

烄

烆 ．

其向量形式为

　φ＝犕εφ＋珟犉ε（θ狋ω，φ）， （１２）

其中

　φ＝
φ１

φ

烄

烆

烌

烎２
，犕ε＝

－ε犐 犐

ε（１－ε）犐＋（εα犃η－犃） （ε－１）犐－α犃

烄

烆

烌

烎η
， （１３）

　珟犉（θ狋ω，φ）＝
狕（θ狋ω）

－犳（φ１）＋犵＋（ε－α犃
η）狕（θ狋ω

烄

烆

烌

烎）
． （１４）

由此知珟犛的微小扰动珟犛ε（狋，ω）＝犜ε珟犛（狋，ω）犜－ε∶φ０→φ（狋，ω，φ０）是方程（１２）所生成的一个随机动力系

统，其中φ０＝（狌０，狌１＋ε狌０－狕（ω））
Ｔ，且犜ε∶（犪，犫）

Ｔ
→ （犪，犫＋ε犪）

Ｔ 是犈上的一个同构．

以上所得到的随机动力系统犛（狋，ω），珟犛（狋，ω）和珟犛ε（狋，ω）是相互等价的，因而这些随机动力系统中

任何一个存在随机吸引子，就意味着其他动力系统也存在随机吸引子；因此，以下仅考虑随机动力系统

珟犛（狋，ω）的吸引子存在性．

为了考虑Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件，构建新的函数空间．对任意狌∈犔
２（犝），定义狌的空间平均值珔狌＝

１

犝∫犝
狌（狓）ｄ狓，并设犔２（犝）＝ ｛狌∈犔

２（犝）：珔狌＝０｝，犎
１（犝）＝犎

１（犝）∩犔
２（犝），犈１＝犚

２，犈０＝犎
１（犝）×

犔２（犝）；那么，显然有犈＝犈１ 犈０．在犈１ 上引入通常内积，对于犻＝（珔狌犻，珔狏犻）
Ｔ
∈犈１，犻＝１，２，定义

　 〈１，２〉犈１＝
珔狌１×珔狌２＋珔狏１×珔狏２． （１５）

在犈０ 上引入与犈中相似的内积，即对任意犻＝（狌犻，狏犻）
Ｔ
∈犈０，犻＝１，２，有

　 〈１，２〉犈０＝〈犃
１
２狌１，犃

１
２狌２〉＋〈狌１，狌２〉＋〈狏１，狏２〉， （１６）

其中犃
１
２ ＝!．那么，显然有

　 〈１，２〉犈 ＝狘犝狘〈珔１，珔２〉犈１＋〈１－
珔
１，２－珔２〉犈０， （１７）

其中１＝
珔
１＋１－

珔
１ ∈犈，２＝珔２＋２－珔２ ∈犈，珔１，珔２ ∈犈１ 且１－珔１，２－珔２ ∈犈０．

在内积〈·，·〉犈 下，容易看出犈１ ⊥犈０．下面定义从犈分别到犈１ 与犈０ 的投射犚与犙：

　犚＝
珔狌

珔

烄

烆

烌

烎狏
∈犈１，犙＝－珔＝

狌－珔狌

狏－珔

烄

烆

烌

烎狏
∈犈０，

其中＝（狌，狏）
Ｔ
∈犈．为了方便，对于狌∈珮犎

１（犝），狏∈犔
２（犝），记犙狌＝狌－珔狌，犙狏＝狏－珔狏，并把犈１ 分

解成犈１１与犈１２，犈１１∶＝ ｛（珔狌，０）
Ｔ：珔狌∈犚｝，犈１２∶＝ ｛（０，珔狏）

Ｔ：珔狏∈犚｝．在犈１１与犈１２上引入通常内积，并且将投

射犚分解成犚１与犚２，犚１＝
珔狌烄

烆

烌

烎０
∈犈１１，犚２＝

０

珔

烄

烆

烌

烎狏
∈犈１２，＝

珔狌

珔

烄

烆

烌

烎狏
∈犈１．从上面的定义可以看出，犈１１⊥

（犈１２ 犈０），（犈１１犈１２）⊥犈０，＼犈＝犈１１犈１２犈０，犈
⊥
１１＝犈１２犈０．如果在犈０中再引进内积，对任

意犻＝（狌犻，狏犻）
Ｔ
∈犈０，犻＝１，２，〈１，２〉犈０′＝〈犃

１
２狌１，犃

１
２狌２〉＋〈狏１，狏２〉，则犈０′也构成Ｈｉｌｂｅｒｔ空间．由于

这个内积导出的范数 ‖·‖犈
０
′ 与原有的范数‖·‖犈

０
等价，因而２个Ｈｉｌｂｅｒｔ空间犈０与犈０′同构．以下

不区别这２个空间，都用犈０ 来表示．
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２　 随机吸引子的存在性

定理２　如果假设条件（２）—（３）成立，犵∈犎
１（犝），那么方程（９）所定义的随机动力系统珟犛（狋，ω）在

犈⊥
１１＝犈１２ 犈０ 中有唯一的随机吸引子

　犃０（ω）＝∩狋＞０ ∪τ≥狋Ψ（τ，θ－τω，犅０（θ－τω）），Ｐａ．ｓ．ω∈Ω，

其中犅０（ω）是动力系统珟犛（狋，ω）的一个调和随机紧集．

证明 　 首先在犈１２中考虑方程（１１）的解ψ的一部分犚ψ的有界性．取方程（１０）的第２个方程的平

均值，由格林公式及式（１）中的Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件，得到

　－犃狌＝Δ狌＝
１

犝∫犝
Δ狌ｄ狓＝

１

犝∫犝

狌

狀
ｄ狓＝０．

另外，由于犃是正定的稠密闭算子，－犃为解析半群的极小生成元，并且０≤η≤１，因而有

　－犃η狏＝－
１

犝∫犝
犃η狏ｄ狓＝－

１

犝∫犝
犃犃η－１狌狋ｄ狓＝

１

犝∫犝

犃η
－１狌狋

狀
ｄ狓＝０．

其中犝 是犃 在珮犎１上生成的半群．同理可以证明犃η狕（ω）＝０．因而，珔ψ

·

２＝－珔ψ２－犳（ψ１）＋珚犵．两端与珔ψ２做

乘积，得到珔ψ２（狋，ω）
２
≤珔ψ２（０，ω）

２ｅ－狋＋２（犮
２
１＋珚犵

２），狋≥０．由引理（１）可知 珔狌－狕（ω）是一个调和集，所

以存在珋狋０（ω）＞０，当狋≥狋０ 时，有

　 珔ψ２（狋，ω）≤４（犮
２
１＋珚犵

２）． （１８）

这表明犈１２ 中随机动力系统犚珟犛 拥有一个紧的吸收集犅１２．

下面证明随机动力系统犙珟犛ε 在犈０ 中拥有一个紧吸引集．

引理２　 当λ
１－η
１ ＞α，并适当选取ε时，存在一个充分小的正常数０＜σ＜ ｍｉｎ｛ε／２，α／４｝，使得

　 〈犕ε犙，犙〉犈０ ≤－σ‖犙‖
２
犈
０
－
α
２
‖犃

η
２犙狏‖

２
－
１

２
‖犙狏‖

２，＝（狌，狏）
Ｔ
∈犈，

并且对任意＝（狌，狏）
Ｔ
∈犇（犕）∩犈，有

　 〈犕ε犙，犃
１－η犙〉犈０ ≤－σ‖犃

１－η
２犙‖

２
犈
０
－
α
２
‖犃

１－η２犙狏‖
２
－
１

２
‖犃

１－η
２犙狏‖

２．

证明 　 根据式（１３）和式（５），得到

　 〈犕ε犙，犙〉犈０＝－ε‖ !犙狌‖
２
－（１－ε）‖犙狏‖

２
－α‖犃

η
２犙狏‖

２
＋

　　ε（１－ε）〈犙狌，犙狏〉＋εα〈犃η犙狌，犙狏〉．

由于 ‖犃
η
２狌‖ ≤λ

η－１

１ ‖犃
１
２狌‖，整理上式得到

　 〈犕ε犙，犙〉犈０＋σ‖犙‖
２
犈
０
＋
１

２
‖犙狏‖

２
＋
α
２
‖犃

η
２犙狏‖

２
≤

　　－（ε－σ－
ε
２（１－ε）

２

４λ１（
１

２
－ε－σ）

－
ε
２
α

２λ
１－η
１

）‖ !犙狌‖
２．

因而，当选取ε≤ ｛
λ１
４
，λ
１－η
１

２α
，１
８
｝时，上式不等号右端小于零．引理的第２个等式可由第一个等式直接得

出．证明完毕．

以下令犇是犈 的所有调和随机有界子集的集族．类似于文献［３］可得如下结论：

引理３　若假设条件（２）—（４），犵∈犎
１（犝）成立，则存在一个以０为中心，以犙（ω）＞０为半径的随

机球犅０（ω）∈犇，对于任意犅^（ω）∈犇，存在犜^犅（ω，犙）＞０，对于任意φ０（θ－狋ω）∈^犅（θ－狋ω），Ｐａ．ｅ．ω∈Ω有

　‖犙φ（狋，θ－狋ω，φ０（θ－狋ω））‖犈
０ ≤犙（ω），狋≥ 犜^犅（ω，犙）． （１９）

把具有初值φ０＝（狌０，狏０＋ε狌０－狕（ω））
Ｔ 的方程（１２）的解φ分解成如下两部分：

　φ＝φ
犪
＋φ

犫
＝（狌

犪，狏犪＋ε狌
犪）Ｔ＋（狌

犫，狏犫＋ε狌
犫
－狕（θ狋ω））

Ｔ，
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其中φ
犪 为方程

　φ
犪
＝犕εφ

犪，φ
犪

０＝（狌０，狏０＋ε狌０）
Ｔ （２０）

的解，φ
犫 为方程

　φ
犫
＝犕εφ

犫
＋珟犉（θ狋ω，φ），φ

犫

０＝（０，－狕（ω））
Ｔ （２１）

的解．

引理４　若假设条件（２）—（４）成立，则存在一个调和的随机变量犙１（ω）＞０，使得对任意｛^犅（ω）｝∈

犇和φ０（ω）∈^犅（ω）存在 犜^犅（ω，犙１）＞０，使得方程（１２）的解对Ｐａ．ｅ．ω∈Ω满足如下２个不等式：

　‖犙φ
犪（狋，θ－狋ω，φ０（θ－狋ω））‖犈

０ ≤ｅ
－σ狋
‖φ

犪
０（θ－狋ω）‖犈

０ →０，狋→ ＋∞， （２２）

　‖犃
１－η
２犙φ

犫（狋，θ－狋ω，φ
犪
０（θ－狋ω））‖犈

０ ≤犙１（ω），狋≥ 犜^犅（ω，犙１）＞０． （２３）

其中犙φ
犪 和犙φ

犫 分别满足方程（２０）和（２１）．

证明 　 由方程（２０）可推出

　犙φ
犪
＝犕ε犙φ

犪． （２４）

将方程（２４）的两端与犙φ
犪
∈犈０ 在犈０ 中作内积，再由引理２可得

　‖犙φ
犪（狋，ω，φ

犪
０（θ－狋ω））‖

２
犈
０ ≤ｅ

－２σ狋
‖φ

犪
０（θ－狋ω）‖

２
犈
０
．

由此式（２２）得证．

将方程犙φ
犫
＝犕ε犙φ

犫
＋犙珟犉ε（θ狋ω，φ

犫）的两端与犃１－η犙φ
犫 作内积，再利用引理２得

　
ｄ

２ｄ狋
‖犃

１－η
２犙φ

犫
‖
２
犈
０
＋σ‖犃

１－η
２犙φ

犫
‖
２
犈
０ ≤－

α
２
‖犃

１－η２犙φ
犫
２‖

２
－
１

２
‖犃

１－η
２犙φ

犫
２‖

２
＋

　　〈犙狕（θ狋ω），犃
２－η犙φ

犫
１〉＋〈犙狕（θ狋ω），犃

１－η犙φ
犫
１〉＋

　　〈犙［－犳（狌）＋犵＋ε狕（θ狋ω）－α犃η狕（θ狋ω）］，犃
１－η犙φ

犫
２〉． （２５）

由ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｔｚ不等式得到：

　〈犙狕（θ狋ω），犃
２－η犙φ

犫
１〉≤

１

σ
‖犃

１－η２狕（θ狋ω）‖
２
＋
σ
４
‖犃

１－η２犙φ
犫
１‖

２，

　〈犙狕（θ狋ω），犃
１－η犙φ

犫
１〉≤

１

λη
／２

１σ
‖狕（θ狋ω）‖

２
＋
σ
４
‖犃

１－η２犙φ
犫
１‖

２，

　〈犙犳（φ
犫
１），犃

１－η犙φ
犫
２〉≤

８（犮１狘犝狘）
２

λη
／２

１α
＋
α
８
‖犃

１－η２犙φ
犫
２‖

２，

　〈犙犵，犃
１－η犙φ

犫
２〉≤

２（１＋狘犝狘）
２

λη
／２

１α
‖犵‖

２
＋
α
８
‖犃

１－η２犙φ
犫
２‖

２，

　〈ε犙狕（θ狋ω），犃
１－η犙φ

犫
２〉≤

２ε
２

λη
／２

１α
‖狕（θ狋ω）‖

２
＋
α
８
‖犃

１－η２犙φ
犫
２‖

２，

　〈α犙犃η狕（θ狋ω），犃
１－η犙φ

犫
２〉≤

２α

λ
１－η２
１

‖犃狕（θ狋ω）‖
２
＋
α
８
‖犃

１－η２犙φ
犫
２‖

２．

将以上不等式应用到不等式（２５），整理后得
ｄ

ｄ狋
‖犃

１－η
２犙φ

犫
‖
２
犈
０
＋σ‖犃

１－η
２犙φ

犫
‖
２
犈
０ ≤２犚１（θ狋ω），其中

　犚１（θ狋ω）＝
１

σ
‖犃

１－η２狕（θ狋ω）‖
２
＋
１＋２ε

２

λη
／２

１σ
‖狕（θ狋ω）‖

２
＋
８（犮１狘犝狘）

２

λη
／２

１α
＋

　　
２（１＋狘犝狘）

２

λη
／２

１α
‖犵‖

２
＋
２α

λ
１－η２
１

‖犃狕（θ狋ω）‖
２．

再利用Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理，得对于狋≥０有

　‖犃
１－η
２犙φ

犫（狋，ω，φ
犫
０（ω））‖

２
犈
０ ≤ｅ

－σ狋
‖犃

１－η
２狕（ω）‖

２
＋２∫

狋

０
犚１（θ狊ω）ｅ

－σ（狋－狊）ｄ狊． （２６）

用θ－狋（ω）代替ω，那么从式（２６）可得对所有狋≥０，有

　‖犃
１－η
２犙φ

犫（狋，θ－狋ω，φ
犫
０（θ－狋ω））‖

２
犈
０ ≤ｅ

－σ狋
‖犃

１－η
２狕（θ－狋ω）‖

２
＋２∫

０

－狋
犚１（θτω）ｅ

σ
τｄτ．
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由引理１，取ε＝σ
４
，则有：

　ｌｉｍ
狋→＋∞
ｅ－σ狋‖犃

１－η
２狕（θ－狋ω）‖

２
≤ｌｉｍ

狋→＋∞
ｅ－σ狋（ｅ

σ
４狘狋狘狉

１－η
２ （ω））

２
＝０，

　∫
０

－狋
犚１（θτω）ｅ

στｄτ≤∫
０

－狋

珟犚１（τ，ω）ｅ
στｄτ≤∫

０

－∞

珟犚１（τ，ω）ｅ
σ
２τｄτ＜＋∞．

其中

　犚
～

１（τ，ω）＝
１

σ
（ｅ

σ
４狘τ狘狉１－

η
２（ω））

２
＋
１＋２ε

２

λη
／２

１σ
（ｅ

σ
４狘τ狘狉（ω））

２
＋
８（犮１狘犝狘）

２

λη
／２

１α
＋

　　
２（１＋狘犝狘）

２

λη
／２

１α
‖犵‖

２
＋
２α

λ
１－η２
１

（ｅ
σ
４狘τ狘狉（ω））

２．

令犙２１（ω）＝４∫
０

－∞

珟犚１（τ，ω）ｅ
στ
ｄτ，则存在一 犜^犅（ω，犙１）＞０，当狋≥ 犜^犅（ω，犙１）时，方程（１２）的解φ，对

Ｐａ．ｅ．ω∈Ω，满足式（２３）成立．从而引理得证．

根据犈０ 范数定义（１６），有

　‖犃
１－η
２犙φ

犫（狋，θ－狋ω，φ
犫
０（θ－狋ω））‖犈

０
＝（‖犃

１－η２犙φ
犫
１‖

２
＋‖犃

１－η
２犙φ

犫
１‖

２
＋‖犃

１－η
２犙φ

犫
２‖

２）
１
２．

结合式（１９）和（２３）知，对任意φ０（ω）∈^犅（ω）∈犇，存在犓０＞０，且当狋≥犜^犅（ω，犙１）＋犜^犅（ω，犙）时，有

　‖犙φ
犫（狋，θ狋ω，φ

犫
０（θ狋ω））‖犎

１－η
２×犎

１－η
２ ≤犓０（犙１（ω）＋犙（ω））． （２７）

定义犈０ 的一个闭球犅１（ω）：

　犅１（ω）＝｛犫（ω）∈犈０：‖犫（ω）‖犎
１－η
２×犎

１－η
２ ≤犓０（犙１（ω）＋犙（ω））｝． （２８）

由式（２２）、（２７）和犙φ（狋，θ－狋ω，φ０（θ－狋ω））＝犙φ
犪（狋，θ－狋ω，φ０（θ－狋ω））＋犙φ

犫（狋，θ－狋ω，φ０（θ－狋ω））可推出，

对于Ｐａ．ｅ．ω∈Ω，有犱犈０（φ（狋，θ－狋ω，犅０（θ－狋ω）），犅１（ω））→０，狋→ ＋∞．从而，对于Ｐａ．ｅ．ω∈Ω，有

　犱犈
０
（犜－εφ（狋，θ－狋ω，犅０（θ－狋ω）），犜－ε犅１（ω））→０，狋→ ＋∞．

由式（２７）和（２８）知，犙犜－ε犅１（ω）犈０关于犎
１－η２（犝）×犎

１－η
２ （犝）的范数是有界的．由于珟犈＝犎

１－η２（犝）×

犎
１－η
２ （犝）嵌入犈０ 是紧的，因而，集合｛犙犜－ε犅１（ω）｝在空间犈０ 中是紧的．结合式（１８）可推出，集合

犅０（ω）∶＝（犅１（ω）＋犅１２（ω））犈
⊥
１１＝犈１２ 犈０ 是珟犛（狋，ω）的一个随机调和紧吸引集，由此定理２得证．
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