
第４２卷 第２期

２０１６年６月
延边大学学报（自然科学版）

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＹａｎｂｉａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ）
Ｖｏｌ．４２Ｎｏ．２
Ｊｕｎｅ２０１６

收稿日期：２０１６ ０３ ２７

作者简介：张杰华（１９８３—），女，讲师，研究方向为微分方程．

文章编号：１００４４３５３（２０１６）０２０１０８０７

具时滞和反馈控制的离散互惠系统的概周期解
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摘要：研究具有时滞和反馈控制的两种群离散互惠系统模型，通过运用差分不等式和构造适当的Ｌｙａｐｕｎｏｖ

函数，证明了该系统具有持久性和全局吸引性．利用差分概周期方程的壳理论，得到了保证该系统存在唯一的

概周期解的充分条件．
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０　引言

两种群在一个共同的自然环境中生存时，它们之间的相互作用关系之一就是两种群互惠共生．近年

来，已经有许多学者尝试在互惠共生种群模型上展开研究［１７］．众所周知，在种群数量较少或者代际明显

时，用差分方程（离散的动力模型）来描述种群变化更为符合实际．在文献［１］中，Ｙ．Ｋ．Ｌｉ提出如下时滞

差分合作模型：

　

狓１（犽＋１）＝狓１（犽）ｅｘｐ狉１（犽）
犓１（犽）＋α１（犽）狓２（犽－τ２（犽））

１＋狓２（犽－τ２（犽））
－狓１（犽－σ１（犽［ ］｛ ｝）） ，

狓２（犽＋１）＝狓２（犽）ｅｘｐ狉２（犽）
犓２（犽）＋α２（犽）狓１（犽－τ１（犽））

１＋狓１（犽－τ１（犽））
－狓２（犽－σ２（犽［ ］｛ ｝））

烅

烄

烆
．

（１）

在假设系统（１）的系数都具有相同周期的周期序列下，Ｌｉ证得了系统（１）至少存在１个周期正解．但由

于环境随季节呈现的是非严格意义上的周期性变化，概周期性变化对描述自然界的变化规律更为准确；

因此，建立概周期生态系统对种群动力学行为进行研究更具有现实意义．目前为止，关于离散系统概周

期解的研究较少，考虑到生态系统一直受到外界的干扰，如人类的开发等因素，因此研究具有反馈控制
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的模型具有重要意义．基于此，本文研究如下模型：

　

狓１（犽＋１）＝狓１（犽）ｅｘｐ狉１（犽）
犓１（犽）＋α１（犽）狓２（犽－σ２）

１＋狓２（犽－σ２）
－狓１（犽）－犱１（犽）狌１（犽［ ］｛ ｝） ，

狓２（犽＋１）＝狓２（犽）ｅｘｐ狉２（犽）
犓２（犽）＋α２（犽）狓１（犽－σ１）

１＋狓１（犽－σ１）
－狓２（犽）－犱２（犽）狌２（犽［ ］｛ ｝） ，

Δ狌１（犽）＝－犪１（犽）狌１（犽）＋犫１（犽）狓１（犽），

Δ狌２（犽）＝－犪２（犽）狌２（犽）＋犫２（犽）狓２（犽）

烅

烄

烆 ．

（２）

系统（２）中狓犻（犽）（犻＝１，２）是第犻个种群密度，狌犻（犽）（犻＝１，２）是控制变量，且满足下列条件：

（Ｈ１）　狉犻，犓犻，α犻，犪犻，犫犻和犱犻（犻＝１，２）是有界非负概周期序列，α犻 ＞犓犻，且０＜狉
犾
犻 ≤狉犻（犽）≤狉

狌
犻，

０＜犓
犾
犻≤犓犻（犽）≤犓

狌
犻，０＜α

犾
犻≤α犻（犽）≤α

狌
犻，０＜犫

犾
犻≤犫犻（犽）≤犫

狌
犻，０＜犱

犾
犻≤犱犻（犽）≤犱

狌
犻，０＜犪

犾
犻≤

犪犻（犽）≤犪
狌
犻 ＜１．

定义犣和犣＋ 分别为整数集和非负整数集．对于任一有界序列 犺（犽｛ ｝），定义犺犾＝ｉｎｆ
犽∈犣
犺（犽｛ ｝），犺狌＝

ｓｕｐ
犽∈犣
犺（犽｛ ｝） ．令σ＝ｍａｘσ１，σ｛ ｝２ ，并考虑系统（２）满足如下初始条件：

　
狓犻（θ）＝φ犻（θ）≥０，θ∈ －σ，－σ＋１，…，－１，｛ ｝０ ，φ犻（０）＞０；

狌犻（θ）＝ψ犻（θ）≥０，θ∈ －σ，－σ＋１，…，－１，｛ ｝０ ，ψ犻（０）＞０
烅
烄

烆 ．
（３）

易知系统（２）满足初始条件（３）的解对任意犽∈犣均有定义且是恒正的．

１　 相关引理

定义１
［８］
　 设犛是集合犇 的任一紧集，τ狀 是一个序列，记

　犎（犳）＝ 犵（犽，狓）：ｌｉｍ
狀→∞
犳（犽＋τ狀，狓）＝犵（犽，狓）在犣×犛｛ ｝上一致成立 ，

则称犎（犳）为犳的壳．

定义２
［９］
　 序列狓∶犣→犚

犽 称为概周期序列，如果狓的ε 移位数集

　犈ε，｛ ｝狓 ＝τ∈犣：狓（犽＋τ）－狓（犽）＜ε，犽∈｛ ｝犣

关于犣对ε＞０是相对稠密集，即对任意ε＞０存在一个整数犾（ε）＞０使得每个长为犾（ε）的区间总包

含一个整数τ∈犈ε，｛ ｝狓 ，使得 狓（犽＋τ）－狓（犽）＜ε，犽∈犣，则τ称为狓（犽）的ε 移位数．

定义３
［１０］
　 设犡（犽）＝（狓１（犽），狓２（犽），狌１（犽），狌２（犽））是系统（２）的解，若满足：

　０＜ｉｎｆ
犽∈犣
狓犻（犽）≤ｓｕｐ

犽∈犣
狓犻（犽）＜＋∞，０＜ｉｎｆ

犽∈犣
狌犻（犽）≤ｓｕｐ

犽∈犣
狌犻（犽）＜＋∞，犻＝１，２，

则称犡（犽）为严格正解．

引理１
［１１］
　 序列 狓（犽｛ ｝）是概周期的当且仅当对任一序列 犺｛ ｝犻 犣，存在一个子序列 犺犻｛ ｝犼  犺｛ ｝犻 ，

使得当犼→ ∞ 时，狓（狀＋犺犻犼｛ ｝）对狀∈犣是一致收敛的，且其极限也是概周期的．

引理２
［２］
　 假设序列 狓（犽｛ ｝） 满足狓（犽）＞０，犪（犽）和犫（犽）均为有正的上下界的非负序列，若

狓（犽＋１）≤狓（犽）ｅｘｐ犪（犽）－犫（犽）狓（犽｛ ｝），犽∈犖，则ｌｉｍｓｕｐ
犽→＋∞

狓（犽）≤
ｅｘｐ（犪狌－１）

犫犾
．

引理３
［１２］
　假设序列 狓（犽｛ ｝）满足狓（犽＋１）≥狓（犽）ｅｘｐ狉（犽）（１－犪狓（犽｛ ｝）），犽≥犖０，ｌｉｍｓｕｐ

犽→＋∞
狓（犽）≤

狓且狓（犖０）＞０，犖０ ∈犖，其中犪为常数且满足犪狓

＞１，则ｌｉｍｉｎｆ

犽→＋∞
狓（犽）≥

１

犪
ｅｘｐ（狉

狌（１－犪狓））．

引理４
［１３］
　 假设犃 ＞０，狔（０）＞０且狔（犽＋１）≤犃狔（犽）＋犅（犽），犽＝１，２，…，则有狔（犽）≤

犃犿狔（犽－犿）＋
犿－１

犼＝０

犃犼犅（犽－犼－１），犿≤犽．特别地，若犃＜１且犅有上界犕，则ｌｉｍｓｕｐ
犽→＋∞

狔（犽）≤
犕

１－犃
．

引理５
［１３］
　 假设犃＞０，狔（０）＞０且狔（犽＋１）≥犃狔（犽）＋犅（犽），犽＝１，２，…，则有狔（犽）≥犃

犿
狔（犽－

犿）＋
犿－１

犼＝０

犃犼犅（犽－犼－１），犿≤犽．特别地，若犃＜１且犅有下界犘，则ｌｉｍｉｎｆ
犽→＋∞

狔（犽）≥
犘

１－犃
．

９０１



延边大学学报（自然科学版） 第４２卷 　

２　 持久性和全局吸引性

定理１　 设（狓１（犽），狓２（犽），狌１（犽），狌２（犽））是系统（２）的任一正解，若系统（２）满足（Ｈ１）和

（Ｈ２）　犓
犾
犻＞犱

狌
犻犖犻，

则该系统是持久的，即存在正数犿犻，狀犻，犕犻，犖犻，犻＝１，２，使得：

　犿犻≤ｌｉｍｉｎｆ
犽→＋∞

狓犻（犽）≤ｌｉｍｓｕｐ
犽→＋∞

狓犻（犽）≤犕犻，狀犻≤ｌｉｍｉｎｆ
犽→＋∞

狌犻（犽）≤ｌｉｍｓｕｐ
犽→＋∞

狌犻（犽）≤犖犻，犻＝１，２．

（４）

　　证明　设（狓１（犽），狓２（犽），狌１（犽），狌２（犽））是系统（２）满足初值条件（３）的任一解．因为（Ｈ１）α犻＞犓犻，

所以由系统（２）的第１个方程可得

　狓１（犽＋１）≤狓１（犽）ｅｘｐ狉１（犽）
α１（犽）＋α１（犽）狓２（犽－σ２）

１＋狓２（犽－σ２）
－狓１（犽）－犱１（犽）狌１（犽［ ］｛ ｝） ≤

　　狓１（犽）ｅｘｐ狉１（犽）α１（犽）－狉１（犽）狓１（犽｛ ｝）．

同理，由系统（２）的第２个方程可得狓２（犽＋１）≤狓２（犽）ｅｘｐ狉２（犽）α２（犽）－狉２（犽）狓２（犽｛ ｝）．应用引理２，有

　ｌｉｍｓｕｐ
犽→＋∞

狓犻（犽）≤
１

狉犾犻
ｅｘｐ狉

狌
犻α
狌
犻 －｛ ｝１ ＝

ｄｅｆ

犕犻，犻＝１，２． （５）

因此，对任意的ε＞０，存在犜１ ＞０，当犽≥犜１ 时，有

　狓犻（犽）≤犕犻＋ε，犻＝１，２． （６）

将式（６）代入系统（２）的第３和第４个方程得到狌犻（犽＋１）≤（１－犪
犾
犻）狌犻（犽）＋犫犻（犽）（犕犻＋ε），犻＝１，２．根

据引理４，可得ｌｉｍｓｕｐ
犽→＋∞

狌犻（犽）≤
犫狌犻（犕犻＋ε）

犪犾犻
，犻＝１，２．在该不等式中，令ε→０得

　ｌｉｍｓｕｐ
犽→＋∞

狌犻（犽）≤
犫狌犻犕犻

犪犾犻
＝
ｄｅｆ

犖犻，犻＝１，２． （７）

对任意的ε＞０，不失一般性，由（Ｈ２）不妨假设犓
犾
犻 ＞犱

狌
犻（犖犻＋ε），由式（７）知存在犜２ ＞犜１，使得当

犽≥犜２ 时，有狌犻（犽）≤犖犻＋ε，犻＝１，２．将该式代入系统（２）的前２个方程，当犽≥犜２ 时，可得

　狓犻（犽＋１）≥狓犻（犽）ｅｘｐ狉犻（犽）犓
犾
犻－犱

狌
犻（犖犻＋ε）－狓犻（犽［ ］｛ ｝） ＝

　　狓犻（犽）ｅｘｐ狉犻（犽）犓
犾
犻－犱

狌
犻（犖犻＋ε［ ］） １－犃

ε
犻狓犻（犽［ ］｛ ｝） ， （８）

其中犃ε犻＝
１

犓犾犻－犱
狌
犻（犖犻＋ε）

，犻＝１，２．易证

　犃
ε
犻犕犻＝

１

犓犾犻－犱
狌
犻（犖犻＋ε）

ｅｘｐ狉狌犻α
狌
犻 －｛ ｝１

狉犾犻
＝

α
狌
犻

犓犾犻－犱
狌
犻（犖犻＋ε）

ｅｘｐ狉狌犻α
狌
犻 －｛ ｝１

狉犾犻α
狌
犻

＞１．

再应用引理３可得ｌｉｍｉｎｆ
犽→＋∞

狓犻（犽）≥
１

犃ε犻
ｅｘｐ狉

狌
犻（犓

犾
犻－犱

狌
犻（犖犻＋ε））（１－犃

ε
犻犕犻｛ ｝），犻＝１，２．在该不等式中，

令ε→０得到

　ｌｉｍｉｎｆ
犽→＋∞

狓犻（犽）≥
１

犃犻
ｅｘｐ狉

狌
犻（犓

犾
犻－犱

狌
犻犖犻）（１－犃犻犕犻｛ ｝）＝

ｄｅｆ

犿犻，犻＝１，２， （９）

其中犃犻＝
１

犓犾犻－犱
狌
犻犖犻
．由式（９）知，对任意的ε＞０，存在犜３ ＞犜２，当犽≥犜３ 时，有

　狓犻（犽）≥犿犻－ε，犻＝１，２． （１０）

将式（１０）代入系统（２）的第３和第４个方程，当犽≥犜３时，得狌犻（犽＋１）≥（１－犪
狌
犻）狌犻（犽）＋犫

犾
犻（犿犻－ε）．

再根据引理５可得ｌｉｍｉｎｆ
犽→＋∞

狌犻（犽）≥
犫犾犻（犿犻－ε）

犪狌犻
，犻＝１，２．令ε→０得到

　ｌｉｍｉｎｆ
犽→＋∞

狌犻（犽）≥
犫犾犻犿犻
犪狌犻

＝
ｄｅｆ

狀犻，犻＝１，２． （１１）

式（５）、（７）、（９）和（１１）表明，当（Ｈ１）和（Ｈ２）成立时，系统（２）是持久的．证毕．
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定理２　 设

（Ｈ３）λ１μ１－λ２狉
狌
２ω２－λ３犫

狌
１ ＞０，λ３犪

犾
１－λ１狉

狌
１犱
狌
１＞０，λ２μ２－λ１狉

狌
１ω１－λ４犫

狌
２ ＞０，λ４犪

犾
２－λ２狉

狌
２犱
狌
２ ＞０，

其中μ犻＝ｍｉｎ狉
犾
犻，
２

犕犻
－狉

狌｛ ｝犻 ，ω犻＝ｍａｘα
狌
犻 －犓

犾
犻，α

犾
犻－犓

狌｛ ｝犻 ．

若系统（２）满足（Ｈ１）、（Ｈ２）和（Ｈ３），则系统（２）是全局吸引的，即系统（２）的任意２个正解（狓１（犽），

狓２（犽），狌１（犽），狌２（犽））和（狓

１ （犽），狓


２ （犽），狌


１ （犽），狌


２ （犽）），有：

　ｌｉｍ
犽→＋∞

（狓犻（犽）－狓

犻 （犽））＝０，ｌｉｍ

犽→＋∞

（狌犻（犽）－狌

犻 （犽））＝０，犻＝１，２．

证明 　 由（Ｈ３），可选择正常数δ＞０和充分小的ε＞０，使得λ１μ
ε
１－λ２狉

狌
２ω２－λ３犫

狌
１ ＞δ，λ３犪

犾
１－

λ１狉
狌
１犱
狌
１ ＞δ，λ２μ

ε
２－λ１狉

狌
１ω１－λ４犫

狌
２＞δ，λ４犪

犾
２－λ２狉

狌
２犱
狌
２＞δ，其中μ

ε
犻＝ｍｉｎ狉

犾
犻，

２

犕犻＋ε
－狉

狌｛ ｝犻 ，犻＝１，２．若

（狓１（犽），狓２（犽），狌１（犽），狌２（犽））和（狓

１ （犽），狓


２ （犽），狌


１ （犽），狌


２ （犽））是系统（２）的任意正解，根据定理１，对

上面的ε，存在常数犖０ ＞０，使得当犽≥犖０ 时有犿犻－ε≤狓犻（犽），狓

犻 （犽）≤犕犻＋ε，狀犻－ε≤狌犻（犽），

狌犻 （犽）≤犖犻＋ε，犻＝１，２．

定义犞１１（犽）＝ ｌｎ狓１（犽）－ｌｎ狓

１ （犽），则由系统（２）可得

　犞１１（犽＋１）＝ ｌｎ狓１（犽＋１）－ｌｎ狓

１ （犽＋１）≤ ｌｎ狓１（犽）－ｌｎ狓


１ （犽）－狉１（犽）（狓１（犽）－狓


１ （犽））＋

　　狉１（犽）α１（犽）－犓１（犽） 狓２（犽－σ２）－狓

２ （犽－σ２）＋狉１（犽）犱１（犽）狌１（犽）－狌


１ （犽）．

利用中值定理可知ｌｎ狓１（犽）－ｌｎ狓

１ （犽）＝

１

θ１（犽）
（狓１（犽）－狓


１ （犽）），其中θ１（犽）介于狓１（犽）和狓


１ （犽）之间，

因此有

　Δ犞１１（犽）≤－
１

θ１（犽）
－

１

θ１（犽）
－狉１（犽（ ）） 狓１（犽）－狓


１ （犽）＋

　　狉１（犽）α１（犽）－犓１（犽） 狓２（犽－σ２）－狓

２ （犽－σ２）＋狉１（犽）犱１（犽）狌１（犽）－狌


１ （犽）． （１２）

令犞１２（犽）＝
犽－１

狊＝犽－σ２

狉１（狊＋σ２）α１（狊＋σ２）－犓１（狊＋σ２） 狓２（狊）－狓

２ （狊），则

　Δ犞１２（犽）＝狉１（犽＋σ２）α１（犽＋σ２）－犓１（犽＋σ２） 狓２（犽）－狓

２ （犽）－狉１（犽）α１（犽）－犓１（犽）·

　　 狓２（犽－σ２）－狓

２ （犽－σ２）≤狉

狌
１ｍａｘα

狌
１－犓

犾
１，α

犾
１－犓

狌｛ ｝１ 狓２（犽）－狓

２ （犽）－

　　狉１（犽）α１（犽）－犓１（犽） 狓２（犽－σ２）－狓

２ （犽－σ２）． （１３）

定义犞１（犽）＝犞１１（犽）＋犞１２（犽）．由式（１２）和（１３）可得，对任意的犽≥犖０＋σ，有

　Δ犞１（犽）≤－
１

θ１（犽）
－

１

θ１（犽）
－狉１（犽（ ）） 狓１（犽）－狓


１ （犽）＋

　　狉
狌
１ｍａｘα

狌
１－犓

犾
１，α

犾
１－犓

狌｛ ｝１ 狓２（犽）－狓

２ （犽）＋狉１（犽）犱１（犽）狌１（犽）－狌


１ （犽）≤

　－ｍｉｎ狉
犾
１，

２

犕１＋ε
－狉

狌｛ ｝１ 狓１（犽）－狓

１ （犽）＋狉

狌
１ω１ 狓２（犽）－狓


２ （犽）＋狉

狌
１犱
狌
１ 狌１（犽）－狌


１ （犽）．（１４）

令

　犞２１（犽）＝ ｌｎ狓２（犽）－ｌｎ狓

２ （犽），

　犞２２（犽）＝
犽－１

狊＝犽－σ１

狉２（狊＋σ１）α２（狊＋σ１）－犓２（狊＋σ１） 狓１（狊）－狓

１ （狊），

　犞２（犽）＝犞２１（犽）＋犞２２（犽）．

类似于式（１２）—（１４）的证明，对任意的犽≥犖０＋σ，有

　Δ犞２（犽）≤－
１

θ２（犽）
－

１

θ２（犽）
－狉２（犽（ ）） 狓２（犽）－狓


２ （犽）＋

　　狉
狌
２ｍａｘα

狌
２－犓

犾
２，α

犾
２－犓

狌｛ ｝２ 狓１（犽）－狓

１ （犽）＋狉２（犽）犱２（犽）狌２（犽）－狌


２ （犽）≤
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　－ｍｉｎ狉
犾
２，

２

犕２＋ε
－狉

狌｛ ｝２ 狓２（犽）－狓

２ （犽）＋狉

狌
２ω２ 狓１（犽）－狓


１ （犽）＋狉

狌
２犱
狌
２ 狌２（犽）－狌


２ （犽），（１５）

其中θ２（犽）介于狓２（犽）和狓

２ （犽）之间，且ｌｎ狓２（犽）－ｌｎ狓


２ （犽）＝

１

θ２（犽）
（狓２（犽）－狓


２ （犽））．

定义犠犻（犽）＝ 狌犻（犽）－狌

犻 （犽），犻＝１，２，则

　Δ犠犻（犽）≤－犪犻（犽）狌犻（犽）－狌

犻 （犽）＋犫犻（犽）狓犻（犽）－狓


犻 （犽）≤

　　－犪
犾
犻 狌犻（犽）－狌


犻 （犽）＋犫

狌
犻 狓犻（犽）－狓


犻 （犽）． （１６）

构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数犞（犽）＝λ１犞１（犽）＋λ２犞２（犽）＋λ３犠１（犽）＋λ４犠２（犽）．由式（１４）—（１６）可知，对任意的

犽≥犖０＋σ，有

　Δ犞（犽）≤－（λ１μ
ε
１－λ２狉

狌
２ω２－λ３犫

狌
１）狓１（犽）－狓


１ （犽）－（λ２μ

ε
２－λ１狉

狌
１ω１－λ４犫

狌
２）狓２（犽）－狓


２ （犽）－

　　（λ３犪
犾
１－λ１狉

狌
１犱
狌
１）狌１（犽）－狌


１ （犽）－（λ４犪

犾
２－λ２狉

狌
２犱
狌
２）狌２（犽）－狌


２ （犽）≤

　　－δ
２

犻＝１

（狓犻（犽）－狓

犻 （犽）＋ 狌犻（犽）－狌


犻 （犽））． （１７）

把上面的不等式两边同时从犖０＋σ到狀相加，可得

　 
狀

犽＝犖０＋σ

（犞（犽＋１）－犞（犽））≤－δ
狀

犽＝犖０＋σ

２

犻＝１

（狓犻（犽）－狓

犻 （犽）＋ 狌犻（犽）－狌


犻 （犽）），

从而有犞（狀＋１）＋δ
狀

犽＝犖０＋σ

２

犻＝１

（狓犻（犽）－狓

犻 （犽）＋ 狌犻（犽）－狌


犻 （犽））≤犞（犖０＋σ），即

　 
狀

犽＝犖０＋σ

２

犻＝１

（狓犻（犽）－狓

犻 （犽）＋ 狌犻（犽）－狌


犻 （犽））≤

犞（犖０＋σ）

δ
．

于是有 
＋∞

犽＝犖０＋σ

２

犻＝１

（狓犻（犽）－狓

犻 （犽）＋ 狌犻（犽）－狌


犻 （犽））≤

犞（犖０＋σ）

δ
＜＋∞，从而可推出

　ｌｉｍ
犽→＋∞

２

犻＝１

（狓犻（犽）－狓

犻 （犽）＋ 狌犻（犽）－狌


犻 （犽））＝０．

故ｌｉｍ
犽→＋∞

狓犻（犽）－狓

犻 （犽）＝０，ｌｉｍ

犽→＋∞
狌犻（犽）－狌


犻 （犽）＝０．定理２证毕．

３　 概周期解

由（Ｈ１）知，系统（２）的所有参数狉犻，犓犻，α犻，犪犻，犫犻和犱犻（犻＝１，２）都是概周期序列．根据引理１，存在整

数序列τ狀，当狀→ ∞，τ狀 → ∞ 时，对犻＝１，２和任意犽∈犣一致有狉犻（犽＋τ狀）→狉

犻 （犽），犓犻（犽＋τ狀）→

犓
犻 （犽），α犻（犽＋τ狀）→α


犻 （犽），犪犻（犽＋τ狀）→犪


犻 （犽），犫犻（犽＋τ狀）→犫


犻 （犽），犱犻（犽＋τ狀）→犱


犻 （犽）．故可推

出系统（２）的一个壳方程如下：

　

狓１（犽＋１）＝狓１（犽）ｅｘｐ狉

１ （犽）

犓
１ （犽）＋α


１ （犽）狓２（犽－σ２）

１＋狓２（犽－σ２）
－狓１（犽）－犱


１ （犽）狌１（犽［ ］｛ ｝） ，

狓２（犽＋１）＝狓２（犽）ｅｘｐ狉

２ （犽）

犓
２ （犽）＋α


２ （犽）狓１（犽－σ１）

１＋狓１（犽－σ１）
－狓２（犽）－犱


２ （犽）狌２（犽［ ］｛ ｝） ，

Δ狌１（犽）＝－犪

１ （犽）狌１（犽）＋犫


１ （犽）狓１（犽），

Δ狌２（犽）＝－犪

２ （犽）狌２（犽）＋犫


２ （犽）狓２（犽）

烅

烄

烆 ．

（１８）

根据差分概周期理论可知，如果系统（２）满足条件（Ｈ１）—（Ｈ３），则系统（２）的壳方程（１８）也满足条件

（Ｈ１）—（Ｈ３）．

引理６
［１０］
　若系统（２）的每个壳方程都有唯一的严格正解，则概周期差分系统（２）有唯一的严格正

概周期解．

定理３　 若系统（２）满足条件（Ｈ１）—（Ｈ３），则系统（２）存在唯一的概周期解且是全局吸引的．
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证明 　 由引理６，只需证明系统（２）的每个壳方程都有唯一的严格正解即可．首先证明系统（２）的

每个壳方程至少有一个严格正解，其次证明每个壳方程的严格正解是唯一的．

根据概周期泛函基本理论［８］，存在一个整数序列τ｛ ｝狀 ，当狀→ ∞ 时，τ狀 → ∞，且对犻＝１，２和任意

犽∈犣一致有狉

犻 （犽＋τ狀）→狉


犻 （犽），犓


犻 （犽＋τ狀）→犓


犻 （犽），α


犻 （犽＋τ狀）→α


犻 （犽），犪


犻 （犽＋τ狀）→犪


犻 （犽），

犫犻 （犽＋τ狀）→犫

犻 （犽），犱


犻 （犽＋τ狀）→犱


犻 （犽）．假设（狓１（犽），狓２（犽），狌１（犽），狌２（犽））是壳方程（１８）的任一正

解，根据定理１，对任意的ε＞０，存在一个正整数犖１，使得当犽≥犖１时，有犿犻－ε≤狓犻（犽）≤犕犻＋ε，

狀犻－ε≤狌犻（犽）≤犖犻＋ε犻，犻＝１，２．

定义狓犻狀（犽）＝狓犻（犽＋τ狀），狌犻狀（犽）＝狌犻（犽＋τ狀），其中犽≥犖１＋σ－τ狀，狀∈犣
＋，犻＝１，２．对任意的

正整数狇，取 狓犻狀（犽）：狀≥｛ ｝狇 和 狌犻狀（犽）：狀≥｛ ｝狇 的子列，为了讨论方便，仍记子列为 狓犻狀（犽｛ ｝），狌犻狀（犽｛ ｝）．

易知，当狀→ ∞ 时，狓犻狀（犽｛ ｝） 和 狌犻狀（犽｛ ｝） 在犣的任意有限区间上收敛．因此，当狀→ ∞ 时，存在序列

狔犻（犽｛ ｝），狏犻（犽｛ ｝），犻＝１，２满足狓犻狀（犽）→狔犻（犽），狌犻狀（犽）→狏犻（犽），犽∈犣．又因为

　狓１狀（犽＋１）＝狓１狀（犽）·

　　ｅｘｐ狉

１ （犽＋τ狀）

犓
１ （犽＋τ狀）＋α


１ （犽＋τ狀）狓２狀（犽－σ２）

１＋狓２狀（犽－σ２）
－狓１狀（犽）－犱


１ （犽＋τ狀）狌１狀（犽［ ］｛ ｝） ，

　狓２狀（犽＋１）＝狓２狀（犽）·

　　ｅｘｐ狉

２ （犽＋τ狀）

犓
２ （犽＋τ狀）＋α


２ （犽＋τ狀）狓１狀（犽－σ１）

１＋狓１狀（犽－σ１）
－狓２狀（犽）－犱


２ （犽＋τ狀）狌２狀（犽［ ］｛ ｝） ，

　Δ狌犻狀（犽）＝－犪

犻 （犽＋τ狀）狌犻狀（犽）＋犫


犻 （犽＋τ狀）狓犻狀（犽），犻＝１，２，

所以可推出：

　狔１（犽＋１）＝狔１（犽）ｅｘｐ狉

１ （犽）

犓
１ （犽）＋α


１ （犽）狔２（犽－σ２）

１＋狔２（犽－σ２）
－狔１（犽）－犱


１ （犽）狏１（犽［ ］｛ ｝） ，

　狔２（犽＋１）＝狔２（犽）ｅｘｐ狉

２ （犽）

犓
２ （犽）＋α


２ （犽）狔１（犽－σ１）

１＋狔１（犽－σ１）
－狔２（犽）－犱


２ （犽）狏２（犽［ ］｛ ｝） ，

　Δ狏犻（犽）＝－犪

犻 （犽）狏犻（犽）＋犫


犻 （犽）狔犻（犽），犻＝１，２．

显然，（狔１（犽），狔２（犽），狏１（犽），狏２（犽））是方程（１８）的解，且满足犿犻－ε≤狔犻（犽）≤犕犻＋ε，狀犻－ε≤狏犻（犽）≤

犖犻＋ε犻，犽∈犣，犻＝１，２．因为ε是任意小的正数，所以０＜ｉｎｆ
犽∈犣
狔犻（犽）≤ｓｕｐ

犽∈犣
狔犻（犽）＜＋∞，０＜ｉｎｆ

犽∈犣
狏犻（犽）≤

ｓｕｐ
犽∈犣
狏犻（犽）＜＋∞，犻＝１，２；因此，系统（２）的每个壳方程至少有１个严格正解．

下面证明每个壳方程都有唯一的严格正解．假设壳方程（１８）有２个严格正解（狓
１ （犽），狓


２ （犽），

狌１ （犽），狌

２ （犽））和（狔


１ （犽），狔


２ （犽），狏


１ （犽），狏


２ （犽））．类似于定理２的证明，定义Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函如下：

　犞
（犽）＝λ１犞


１ （犽）＋λ２犞


２ （犽）＋λ３犠


１ （犽）＋λ４犠


２ （犽），犽∈犣，

其中

　犞

犻 （犽）＝犞


犻１（犽）＋犞


犻２（犽），犠


犻 （犽）＝ 狌


犻 （犽）－狏


犻 （犽），

　犞

犻１（犽）＝ ｌｎ狓


犻 （犽）－ｌｎ狔


犻 （犽），犻＝１，２；

　犞

１２（犽）＝

犽－１

狊＝犽－σ２

狉１（狊＋σ２）α１（狊＋σ２）－犓１（狊＋σ２） 狓
２ （狊）－狔


２ （狊），

　犞

２２（犽）＝

犽－１

狊＝犽－σ１

狉２（狊＋σ１）α２（狊＋σ１）－犓２（狊＋σ１） 狓
１ （狊）－狔


１ （狊）．

类似于式（１７）的讨论，可得

　Δ犞
（犽）≤－δ

２

犻＝１

（狓
犻 （犽）－狔


犻 （犽）＋ 狌犻 （犽）－狏


犻 （犽）），犽∈犣． （１９）

由式（１９）可知，犞（犽）是犣上的非增函数．把上式两边同时从狀加到０，可得

３１１



延边大学学报（自然科学版） 第４２卷 　

　δ
０

犽＝狀

２

犻＝１

（狓
犻 （犽）－狔


犻 （犽）＋ 狌犻 （犽）－狏


犻 （犽））≤犞

（狀）－犞（１），狀＜０．

注意到犞（犽）是有界的，所以有
０

犽＝ －∞

２

犻＝１

（狓
犻 （犽）－狔


犻 （犽）＋ 狌犻 （犽）－狏


犻 （犽））≤＋∞，从而可得：

　 ｌｉｍ
犽＝ －∞

狓
犻 （犽）－狔


犻 （犽）＝０，ｌｉｍ

犽＝ －∞
狌犻 （犽）－狏


犻 （犽）＝０，犻＝１，２． （２０）

对任意小的正数ε，由式（２０）可知存在正整数犖２，使当犽≤－犖２ 时，有：

　 狓

犻 （犽）－狔


犻 （犽）＜ε，狌


犻 （犽）－狏


犻 （犽）＜ε，犻＝１，２．

因此当犽≤－犖２ 时，有：

　犞

犻１（犽）＝

１

θ犻（犽）
狓
犻 （犽）－狔


犻 （犽）≤

１

犿犻
ε，

　犞

１２（犽）＝σ２狉

狌
１ｍａｘα

狌
１－犓

犾
１，α

犾
１－犓

狌｛ ｝１ ε≤σ狉
狌
１ω１ε，

　犞

２２（犽）＝σ１狉

狌
２ｍａｘα

狌
２－犓

犾
２，α

犾
２－犓

狌｛ ｝２ ε≤σ狉
狌
２ω２ε，

　犠

犻 （犽）≤ε，犻＝１，２．

令犘＝λ１（
１

犿１
＋σ狉

狌
１ω１）＋λ２（

１

犿２
＋σ狉

狌
２ω２）＋λ３＋λ４，那么可推出当犽≤－犖２ 时，有犞

（犽）≤犘ε，故

ｌｉｍ
犽＝ －∞

犞（犽）＝０．根据定理２可知，ｌｉｍ
犽＝ ＋∞

犞（犽）＝０．由于犞（犽）是犣上正的非增函数，所以犞（犽）≡０，

即狓犻 （犽）＝狔

犻 （犽），狌


犻 （犽）＝狏


犻 （犽），对一切犽∈犣，犻＝１，２成立．因此，壳方程（１８）的严格正解是唯一的．

综上所述，系统（２）的每个壳方程都有唯一的严格正解．根据引理６，系统（２）有唯一的严格正概周

期解．再由定理２知，系统（２）是全局吸引的，因此系统（２）存在唯一的概周期解且是全局吸引的．证毕．
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