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摘要：讨论了一个半线性椭圆型变分不等式近似最优控制问题．首先，利用分解法和对偶方法将原始问题转

化成带有线性状态方程和对于状态是非凸限制的最优控制问题；然后，在此基础上，给出了该问题近似解序列

的收敛性．
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０　引言

微分或变分不等式广泛应用于力学、控制论、经济数学、对策论等领域，而且在最优化中也有较多应

用，如最优控制问题、弹性问题、渗流问题以及处理非线性奇异摄动问题等．尽管变分不等式可看作是非

线性微分方程的一个特殊类型，但因其具有非线性、不确定或自由边界条件以及解的不可微性等原因，

其最优控制问题比起微分方程的讨论有时更为困难［１２］；所以，讨论最优化条件和开发更为有效的一些

算法受到人们的关注．文献［３１２］基于罚技术（ｐｅｎａｌｔｙｔｅｃｈｎｉｑｕｅ）、对偶方法等讨论了多种类型的控制

问题的近似解法，并得到了许多有价值的研究成果，但其中大多数研究侧重于其目标泛函相对于状态可

微分的特殊情形．本文作者在文献［１３］中讨论了一个半线性椭圆型变分不等式约束下的最优控制问题

解的存在性，但实际上，很多最优控制问题的精确解是难以求出的，鉴于此，本文基于已有的研究成果，

讨论了一个半线性椭圆型变分不等式最优控制问题的近似解法，并给出了近似解序列的收敛性和近似

最优化条件．
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１　问题设定和等价问题

１．１　问题设定

设Ω犚
２是有界开区域，Γ为李普希茨连续的Ω的边界．“犪∶＝犫”表示犪定义为犫；犠＋∶＝｛狏∈犠狘

狏≥０｝，这里犠 为由函数构成的线性空间；犪
＋
∶＝

犪，犪≥０；

０，犪＜０
烅
烄

烆 ，
犪－∶＝

０，犪≥０；

－犪，犪＜０
烅
烄

烆 ．

状态函数狌满足的半线性椭圆型变分不等式如下：

　狌∈犓；∫Ω
λ!狌 !

（狏－狌）ｄΩ＋∫Γ１，２

犌（狌）（狏－狌）ｄΓ≥∫Γ３
φ（狏－狌）ｄΓ，狏∈犓， （１）

其中犓∶＝｛狏∈犎
１（Ω）狘在Ω上狏≥０，在Γ１ 上狏≥狌｝，狌＞０，λ∈犠

１，∞
＋ （Ω），λ≥λ０ ＞０，φ∈

犔２ （Γ３）＋，犌（狌）＝α狌＋β狌
４
＋犵，犵∈犚

１
＋，Γ１２＝Γ１∪Γ２，Γ＝∑

３

犻＝１

Γ犻．不等式（１）在犎
３／２（Ω）上存在唯

一的解狌．

假定不等式（１）的解狌受φ 的控制，即狌＝狌（φ），则目标泛函如下：

　犑（φ）＝
１

２∫Γ１

（χ犉（狌）－χ犉犱）
２ｄΓ＋

γ
２∫Γ１

φ
２ｄΓ，γ＞０．

这里χ犃 表示集合犃的特征函数，犉（狌）∶＝｛（狓，狔）∈Γ１狘狌（狓，狔）＝狌，在Γ１上｝，犉犱Γ１表示给定的

Γ１ 的子集．

本文给出的最优控制问题如下：

　（Ｐ）：
ｉｎｆ
φ∈犝犪犱

犑（φ），

犝犪犱 ＝犔
２（Γ３）＋ 为容许控制集合

烅

烄

烆 ．

１．２　 等价问题

引理１　狌是不等式（１）的解当且仅当狌为如下问题的解：

　

－ｄｉｖ（λ!狌）＝０，狌≥０，在Ω上；

λ
狌

狀
＋犌（狌）≥０，狌－狌≥０，（λ

狌

狀
＋犌（狌））（狌－狌）＝０，在Γ１ 上；

λ
狌

狀
＋犌（狌）＝０，在Γ２ 上；

λ
狌

狀
＋φ＝０，在Γ３ 上

烅

烄

烆
．

（２）

注：利用变分不等式的半梯度表示及其性质即可得到引理１和下面引理２的证明．

为方便起见，引入如下函数：

　
在Γ１ 上，ξ１：＝λ

狌

狀
＋犌（狌）

在Γ１２ 上，ξ２：＝β狌

烍

烌

烎
４

（３）

引理２　狌是不等式（１）的解当且仅当 ξ１ ∈犔
２（Γ１），ξ２ ∈犔

２（Γ１２），满足如下关系式：

　

－ｄｉｖ（!狌）＝０，在Ω上；

λ
狌

狀
＋α狌＝ξ１－ξ２＋犵，在Γ１ 上；

λ
狌

狀
＋α狌＝犵－ξ２，在Γ２ 上；

λ
狌

狀
＝φ，在Γ３ 上

烅

烄

烆
．

（４）

４０１
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其限制条件为

　
ξ１ ≥０，狌－狌≥０，ξ１（狌－狌）＝０，在Γ１ 上；

ξ２＝β狌
４，ξ２ ≥０，在Γ１２＝Γ１ ∪Γ２ 上

烅
烄

烆 ．

由引理２可知，问题（Ｐ）等价于如下的问题：

　 （Ｐ）０： ｉｎｆ
（ξ１
，ξ２
，φ）∈犝０

犑（ξ１，ξ２，φ）．

这里，犑（ξ１，ξ２，φ）∶＝
１

２∫Γ１

（χ犉（狌（ξ１，ξ２，φ））－χ犉犱）
２

ｄΓ＋
γ
２∫Γ３

φ
２ｄΓ，犝０∶＝ （ξ１，ξ２，φ）∈犔

２（Γ１）｛ ×犔
２（Γ１２）×

犝犪犱狘在Γ１ 上ξ１ ≥０，ξ１（狌－狌）＝０，狌－狌≥０；在Γ１２上ξ２≥０，ξ２＝β狌
４；狌＝狌（ξ１，ξ２，φ）是式（４）

的唯一解｝．问题（Ｐ）０ 是控制与状态受限制的线性系最优控制问题．

２　 近似最优控制问题及其收敛性

由于问题（Ｐ）０中的不可微项
１

２
狘χ犉（狌（ξ１，ξ２，φ））－χ犉犱狘

２会给讨论最优化条件和计算带来不便，故用正

规化后的近似量来替代，并利用罚方法处理具有非凸的限制条件．

　犈η（狌）∶＝
η

η＋狌－狌
，η∈犚

１
＋．

显然，ｌｉｍ
η→０
犈η（狌）＝χ犉（狌）＝

１，（狓，狔）∈犉（狌）；

０，（狓，狔）犉（狌
烅
烄

烆 ）；

　犑η（ξ１，ξ２，φ）∶＝
１

２
犈η（狌（ξ１，ξ２，φ））－χ犉犱

２

Γ１
，

　犑
ε（ξ１，ξ２，φ）∶＝

１

２εξ
１（狌－狌）

２
Γ１＋

１

２εβ
狌４－ξ２

２
Γ１２＋

１

２ε
（狌－狌）

－ ２
Γ１＋

　　
ε
２ ξ

１
２
Γ１＋

ε
２ ξ

２
２
Γ１２
，

　犑ηε（ξ１，ξ２，φ）∶＝犑
η＋犑

ε
＋
ν
２ φ

２
Γ３
．

由此，（Ｐ）０ 的正规惩罚近似问题可表示为：

　 （Ｐ）ηε： ｉｎｆ
（ξ１
，ξ２
，φ）∈犝
犑ηε（ξ１，ξ２，φ）．

这里犝∶＝｛（ξ１，ξ２，φ）∈犔
２（Γ１）×犔

２（Γ１２）×犝犪犱狘ξ１≥０，ξ２≥０，φ≥０，对（ξ１，ξ２，φ），狌＝狌（ξ１，ξ２，φ）

是式（４）的唯一解｝．

定理１　 问题（Ｐ）ηε 对于给定的（ε，η）至少存在一个解．

定理２　 假定（ξ１εη，ξ２εη，φεη）和（ξ１εη，ξ２εη，φεη）分别为问题（Ｐ）
η
ε 和（Ｐ）０ 的解，则（ε，η）→０时，在子

序列意义上，（Ｐ）ηε 的解收敛于（Ｐ）０ 的解，并且若（Ｐ）０ 的解是唯一的，则收敛于这个唯一解．

证明

　犑ηε（ξ１εη，ξ２εη，φεη）≤犑
η
ε（珋ξ１，珋ξ２，珔φ）≤犑

η０（珋ξ１，珋ξ２，珔φ）＋
ε０
２
珋
ξ１

２
Γ１＋

ε０
２
珋
ξ２

２
Γ１２＋

γ
２
珔φ

２
Γ３＝犮，

　　ε＜ε０，η＜η０， （５）

其中犮是与（ε，η）无关的常数．由犑
η
ε的强制性，若｛ξ１εη，ξ２εη，φεη｝是犝上的有界集，狌εη＝狌（ξ１εη，ξ２εη，φεη）

是ξ１＝ξ１εη，ξ２＝ξ２εη，φ＝φεη 时的式（４）的解，则‖狌εη‖犎
３／２（Ω）≤犮．由此取子序列，在犎

３／２（Ω）上狌εη 弱

收敛于珘狌，在犔
狆（Ω）（或犔狆（Γ））上狌εη强收敛于珘狌，在Ω（或Γ）上狌εη几乎处处强收敛于珘狌，在犆（Γ）（Γ上

的连续函数空间）上狌εη 强收敛于珘狌，在犔
２（Γ１）上ξ１εη 弱收敛于珋ξ１，在犔

２（Γ１２）上ξ２εη 弱收敛于珋ξ２，在

犔２（Γ３）上φεη弱收敛于珔φ．另一方面，易知珘狌＝狌（珓ξ１，珓ξ２，珘φ）是式（４）的弱解，再由狌的弱收敛性知，（珓ξ１，珓ξ２，

５０１
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珘φ）∈犝．由式（５）可得

　

１

２
犈η（狌εη）－χ犉犱

２

Γ１
≤犮，

ξ１εη（狌εη－狌）Γ１ ≤ ２槡ε·犮，

ξ２εη－β狌
４
εη Γ１２ ≤ ２槡ε·犮，

（狌εη－狌）
－

Γ１ ≤ ２槡ε·犮

烅

烄

烆 ．

（６）

由前述的狌εη 的一系列收敛性和（６）式（利用｜（·）
－
狘Γ１ 弱下半连续性）可得：

　０≥ ｌｉｍ
（ε，η）→０

ξ１ξη（狌εη－狌）Γ１＝
珓
ξ１（珘狌－狌）Γ１

，

　０≥ ｌｉｍ
（ε，η）→０

ξ２εη－β狌
４
εη
）Γ１２ ≥

珓
ξ２－β珘狌

４
Γ１２
，

　０≥ ｌｉｍ
（ε，η）→０

（狌εη－狌）
－

Γ１ ≥ （珘狌－狌）
－

Γ１
．

所以，有

　

珓
ξ１·（珘狌－狌）＝０（珓ξ１ ≥０），在Γ１ 上；

（珘狌－狌）
－
＝０珘狌－狌≥０，在Γ１ 上；

珓
ξ２－β珘狌

４
＝０（珓ξ２ ≥０），在Γ１２ 上；

珓
ξ１ ＞０！珘狌－狌＝０，在Γ１ 上；

珘狌－狌＞０！珓ξ１＝０，在Γ１ 上

烅

烄

烆 ．

（７）

由（珓ξ１，珓ξ２，珘φ）∈犝 和式（７）可知：

　（珓ξ１，珓ξ２，珘φ）∈犝０（犝０ 是（Ｐ）０ 的容许集合）． （８）

由前述的狌εη 的一系列收敛性可推出，在Γ１ 上几乎成立狌εη →珘狌，在Γ１ 上几乎处处成立珘狌－狌≥０．故

ε１，η１ ＞０，对 ε＜ε１，η＜η１，在Γ１ 上几乎处处成立

　狌εη－狌≥０． （９）

下证ｌｉｍ
（ε，η）→０

犑η（ξ１εη，ξ２εη，φεη）＝
１

２
χ犉（珘狌）－χ犉犱

２

Γ１
．事实上，

　∫Γ１

（犈η（狌εη）－χ犉犱）
２

ｄΓ＝∫Γ１

犈η （狌εη）
２ｄΓ－２∫Γ１

犈η（狌εη）·χ犉犱ｄΓ＋∫Γ１

χ
２

犉犱
ｄΓ＝犐１＋犐２＋犐３，

　犐１＝∫Γ１

（ η
η＋狌εη－狌

）２ｄΓ＝∫犉（狌
εη
）
χ
２

犉（狌
εη
）ｄΓ＋∫Γ１＼犉

（狌
εη
）
（ η
η＋狌εη－狌

）２ｄΓ，

这里犉（狌εη）∶＝｛（狓，狔）∈Γ１狘狌εη（狓，狔）＝狌｝．由式（９）可知，上式中第２项收敛于零．又由前述的狌εη的

收敛性可知，狌εη →珘狌ｍｅａｓ｛（狓，狔）∈Γ１狘狌εη ≠珘狌，在Γ１ 上｝，故当（ε，η）→０时，有

　∫犉（狌
εη
）
χ
２

犉（狌
εη
）ｄΓ＝ｍｅａｓ犉（狌εη）→ｍｅａｓ犉（珘狌）＝∫犉（珘狌）

１２ｄΓ＝∫犉（珘狌）
χ
２

犉（珘狌）
ｄΓ＝∫Γ１

χ
２

犉（珘狌）
ｄΓ． （１０）

类似地，－
犐２
２
＝∫Γ１

犈η（狌εη）·χ
２

犉犱
ｄΓ→∫Γ１

χ犉（珘狌）·χ犉犱ｄΓ，由此可知下式成立：

　 ｌｉｍ
（ε，η）→０

犑η（ξ１εη，ξ１εη，φεη）＝
１

２
χ犉（珘狌）－χ犉犱

２

Γ１
．

令η→０，则

　犑η（珋ξ１，珋ξ２，珔φεη）＝
１

２
犈η（珘狌）－χ犉犱

２

Γ１
→
１

２
χ犉（珔狌）－χ犉犱

２

Γ１
． （１１）

结合上述结果和前述的狌εη 的收敛性，有：

　 ｌｉｍ
（ε，η）→０

犑ηε（ξ１εη，ξ２εη，φεη）≤
１

２
χ犉（珘狌）－χ犉犱

２

Γ１
＋
γ
２
珔φ

２
Γ３＝犑（

珋
ξ１，珋ξ２，珔φ），
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　 ｌｉｍ
（ε，η）→０

犑ηε（ξ１εη，ξ２εη，φεη）≥
１

２
χ犉（珘狌）－χ犉犱

２

Γ１
＋
γ
２
珘φ

２
Γ３＝犑（

珓
ξ１，珓ξ２，珘φ）．

即由式（１０）和（１１）可知犑（珓ξ１，珓ξ２，珘φ）≤犑（珋ξ１，珋ξ２，珔φ）．另一方面，由式（８）可知，犑（珋ξ１，珋ξ２，珔φ）≤犑（珓ξ１，珓ξ２，珘φ），

所以有珓ξ１＝
珋
ξ１，珓ξ２＝珋ξ２，珘φ＝珔φ．证毕．
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