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笛卡尔乘积有向图犆２×犆狀与犆３×犆狀的

３彩虹控制数

郝国亮

（东华理工大学理学院 数学系，江西 南昌３３００１３）

摘要：设γ狉犽（犇）是有向图犇的犽 彩虹控制数且设犆犿×犆狀是犿长有向圈犆犿 与狀长有向圈犆狀的笛卡尔乘积

有向图．用构造的方法找到了笛卡尔乘积有向图犆２×犆狀与犆３×犆狀的３ 彩虹控制数的上界，并证明了此上界

恰好为其下界，即得到了γ狉３（犆２×犆狀）与γ狉３（犆３×犆狀）的精确值．
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犱犻犵狉犪狆犺犆２×犆狀犪狀犱犆３×犆狀

ＨＡＯＧｕｏｌｉａｎｇ

（犇犲狆犪狉狋犿犲狀狋狅犳犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮狊，犆狅犾犾犲犵犲狅犳犛犮犻犲狀犮犲，犈犪狊狋犆犺犻狀犪犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔狅犳犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，

犖犪狀犮犺犪狀犵３３００１３，犆犺犻狀犪）

犃犫狊狋狉犪犮狋：Ｌｅｔγ狉犽（犇）ｂｅｔｈｅ犽ｒａｉｎｂｏｗｄｏｍｉｎａｔｉｏｎｎｕｍｂｅｒｏｆａｄｉｇｒａｐｈ犇，ａｎｄｌｅｔ犆犿×犆狀ｂｅｔｈｅＣａｒｔｅｓｉａｎ

ｐｒｏｄｕｃｔｄｉｇｒａｐｈｏｆｔｈｅｄｉｒｅｃｔｅｄｃｙｃｌｅ犆犿ｏｆｌｅｎｇｔｈ犿ａｎｄｔｈｅｄｉｒｅｃｔｅｄｃｙｃｌｅ犆狀ｏｆｌｅｎｇｔｈ狀．Ｔｈｅｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｓｏｎ

３ｒａｉｎｂｏｗｄｏｍｉｎａｔｉｏｎｎｕｍｂｅｒｏｆ犆２×犆狀ａｎｄ犆３×犆狀ａｒｅｆｏｕｎｄｂｙｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ，ｗｈｉｃｈａｒｅｅｘａｃｔｌｙｔｈｅ

ｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｓ，ｔｈａｔｉｓ，ｔｈｅｅｘａｃｔｖａｌｕｅｓｏｆγ狉３（犆２×犆狀）ａｎｄγ狉３（犆３×犆狀）ａｒｅｏｂｔａｉｎｅｄ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ｒａｉｎｂｏｗｄｏｍｉｎａｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎ；ｒａｉｎｂｏｗｄｏｍｉｎａｔｉｏｎｎｕｍｂｅｒ；Ｃａｒｔｅｓｉａｎｐｒｏｄｕｃｔ

　　图的控制理论是图论中的一个重要研究分支，具有较强的应用背景
［１２］．基于不同的实际背景，研究

者提出了各种不同的控制参数［３７］．各种控制参数的研究丰富和发展了图的理论，也在应用领域如计算

机科学、计算科学及网络工程等领域得到了很好的应用．较之于无向图，有向图控制参数的研究相对较

少［８１０］．２０１３年，Ａｍｊａｄｉ等
［１１］将无向图的彩虹控制数的概念推广到了有向图上，给出了犽 彩虹控制数，

尤其是２ 彩虹控制数的一些上下界，这些界与图的顶点数、最大（小）出度、最大入度、控制数等密切相

关．此外，文献［１１］还计算了当犿∈｛２，３｝且狀≥２，或犿和狀都是偶数时，犿长有向圈和狀长有向圈的

笛卡尔乘积图的２ 彩虹控制数的精确值．本文将研究有向图的彩虹控制数，得到了γ狉３（犆２×犆狀）与

γ狉３（犆３×犆狀）的精确值．

本文用犇＝（犞，犃）表示一个有向图，其中犞 是犇 的顶点集，犃是犇 的弧集．设犇１＝（犞１，犃１）和
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犇２＝（犞２，犃２）是２个有向图，其中犞１∩犞２＝且犃１∩犃２＝．记犇１×犇２为犇１和犇２的笛卡尔乘积

有向图，它的顶点集犞（犇１×犇２）＝犞１×犞２＝｛（狓，狔）：狓∈犞１，狔∈犞２｝，弧集犃（犇１×犇２）＝｛（（狓１，狔１），

（狓２，狔２））：（狓１，狓２）∈犃１ 且狔１＝狔２，或狓１＝狓２ 且（狔１，狔２）∈犃２，其中狓１，狓２ ∈犞１ 且狔１，狔２ ∈犞２｝．

为方便起见，本文做如下记号约定：设长为狀的有向圈犆狀 的顶点集犞（犆狀）＝｛０，１，…，狀－１｝，弧集

犃（犆狀）＝｛（犻，犻＋１）：犻＝０，１，…，狀－１｝，这里的“＋”是代数模狀的．对于任意犼≥０，用犆
犼
犿 表示犆犿×犆狀

的顶点子集｛（犻，犼）：犻＝０，１，…，犿－１｝的导出有向子图．不难看出，犆犼犿 同构于犆犿．

对于一个正整数犽，本文用２
｛１，２，…，犽｝表示集合｛１，２，…，犽｝的幂集．设犇 是一个有向图并且设函数

犳∶犞（犇）→２
｛１，２，…，犽｝满足：对任意顶点狏，若犳（狏）＝，则 ∪狌∈犖－（狏）犳（狌）＝｛１，２，…，犽｝，其中狏的入邻

集犖－ （狏）＝｛狌∈犞（犇）：（狌，狏）∈犃（犇）｝．此时称犳是有向图犇 的犽 彩虹控制函数．犽 彩虹控制函数犳

的权为ω（犳）＝狏∈犞（犇）
犳（狏）．有向图犇的犽 彩虹控制函数的最小权称为犇 的犽 彩虹控制数，记为

γ狉犽（犇）．权为γ狉犽（犇）的犽 彩虹控制函数称为犇 的γ狉犽（犇）函数．

不难看出，空图的犽 彩虹控制数就是该图的顶点数．此外，由犽 彩虹控制数的定义可知，有向图犇

的１ 彩虹控制数即为经典控制数γ（犇）．

１　 主要结果及其证明

定理１　 对任意整数狀≥２，γ狉３（犆２×犆狀）＝「３狀／２?．

证明 　 设犳是一个γ狉３（犆２×犆狀）函数且对任意犼∈｛０，１，…，狀－１｝，设犪犼＝ 
（犻，犼）∈犞（犆

犼
２
）

犳（（犻，犼）），

犫犼＝犪犼＋犪犼＋１．

断言１　 对任意犼∈｛０，１，…，狀－１｝，犪犼≥１．

采用反证法证明断言１．假设存在某个犼∈｛０，１，…，狀－１｝，不妨设犼＝１，使得犪１＝０，则易见对任

意犻∈｛０，１｝，犳（（犻，１））＝．注意到犳是γ狉３（犆２×犆狀）函数，因此对任意犻∈｛０，１｝，犳（（犻，０））＝｛１，２，

３｝．定义函数犵∶犞（犆２×犆狀）→２
｛１，２，３｝，使得

　犵（（犻，犼））＝
｛１｝，如果犻∈｛０，１｝且犼∈｛０，１｝；

犳（（犻，犼）），其他
烅
烄

烆 ．

不难看出，犵是犆２×犆狀 的一个３ 彩虹控制函数．于是

　γ狉３（犆２×犆狀）≤ω（犵）＝ω（犳）－２＜ω（犳）＝γ狉３（犆２×犆狀），

矛盾，因此断言１成立．

断言２　 对任意犼∈｛０，１，…，狀－１｝，犫犼≥３．

采用反证法证明断言２．假设存在某个犼∈｛０，１，…，狀－１｝，不妨设犼＝０，使得犫０≤２．注意到犫０＝

犪０＋犪１≥１＋１＝２，因此犫０＝２，这暗示了犪０＝犪１＝１．不失一般性，假设犳（（０，１））＝ ｛１｝且犳（（１，１））＝，

因为犳是γ狉３（犆２×犆狀）函数，所以｛２，３｝犳（（０，１））．于是１＝犪０ ≥ 犳（０，１）≥２，矛盾，因此断言２

成立．

下面根据狀的奇偶性，分２种情形讨论：

情形１　狀是偶数．由断言２可得γ狉３（犆２×犆狀）＝ω（犳）＝
狀－１

犼＝０

犪犼＝（
狀－１

犼＝０

犫犼）／２≥３狀／２．在这种情形下，

给出犆２×犆狀 的一个３ 彩虹控制函数犳′∶犞（犆２×犆狀）→２
｛１，２，３｝，使得

　犳′（狏）＝

｛１，２｝，如果狏＝（０，２犻＋１），犻∈｛０，１，…，（狀－２）／２｝；

｛３｝，如果狏＝（１，２犻），犻∈｛０，１，…，（狀－２）／２｝；

，其他

烅

烄

烆 ；

因此，γ狉３（犆２×犆狀）≤ω（犳′）＝３狀／２．
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情形２　狀是奇数．假设对任意犼∈｛０，１，…，狀－１｝，犫犼＝犪犼＋犪犼＋１＝３．注意到对任意犼∈｛０，１，…，

狀－１｝，犪犼≥１．因此，不失一般性，假设犪０＝犪２＝…＝犪狀－１＝１且犪１＝犪３＝…＝犪狀－２＝２，或者犪０＝犪２＝

…＝犪狀－１＝２且犪１＝犪３＝…＝犪狀－２＝１，于是可以得到犫狀－１＝犪０＋犪狀－１＝２或４，这与假设犫狀－１＝３矛盾．

注意到断言２：对任意犼∈｛０，１，…，狀－１｝，犫犼 ≥３；因此，一定存在某个犼∈｛０，１，…，狀－１｝，不妨设

犼＝０，使得犫０ ≥４．于是由断言２可得

　γ狉３（犆２×犆狀）＝ω（犳）＝
狀－１

犼＝０

犪犼＝（犫０＋
狀－１

犼＝１

犫犼）／２≥ ［４＋３（狀－１）］／２＝（３狀＋１）／２．

在这种情形下，给出犆２×犆狀 的一个３ 彩虹控制函数犳″∶犞（犆２×犆狀）→２
｛１，２，３｝，使得

　犳″（狏）＝

｛１，２｝，如果狏＝（０，２犻＋１），犻∈｛０，１，…，（狀－３）／２｝；

｛３｝，如果狏＝（０，０）或（１，２犻），犻∈｛０，１，…，（狀－１）／２｝；

，其他

烅

烄

烆 ；

因此，γ狉３（犆２×犆狀）≤ω（犳″）＝（３狀＋１）／２．

定理２　 对任意整数狀≥３，γ狉３（犆３×犆狀）＝「５狀／２?．

证明 　 设犳是γ狉３（犆３×犆狀）函数，使得 （犻，犼）∈犞（犆３×犆狀）：犳（（犻，犼））＝ 最小．对任意犼∈｛０，

１，…，狀－１｝，设犪犼＝ 
（犻，犼）∈犞（犆

犼
３
）

犳（（犻，犼））且犫犼＝犪犼＋犪犼＋１．

断言３　 对任意犼∈｛０，１，…，狀－１｝，犪犼≥２．

采用反证法证明断言３．假设存在某个犼∈｛０，１，…，狀－１｝，不妨设犼＝１，使得犪１≤１．类似于断言

１的证明可知犪１ ≥１，于是犪１＝１．不失一般性，假设犳（（０，１））＝｛１｝且犳（（１，１））＝犳（（２，１））＝．由

γ狉３（犆３×犆狀）函数的定义可知，｛２，３｝犳（（１，０））且犳（（２，０））＝｛１，２，３｝，并且因此犳（（０，０））＝．定

义函数犵∶犞（犆３×犆狀）→２
｛１，２，３｝，使得

　犵（（犻，犼））＝
｛１｝，如果犻∈｛０，１，２｝且ｊ∈｛０，１｝；

犳（（犻，犼）），其他
烅
烄

烆 ．

易见犵是犆３×犆狀 的一个３ 彩虹控制函数且ω（犵）≤ω（犳），这暗示了犵也是γ狉３（犆３×犆狀）函数．注意

到 （犻，犼）∈犞（犆３×犆狀）：犳（（犻，犼））＝ － （犻，犼）∈犞（犆３×犆狀）：犵（（犻，犼））＝ ＝３，这与犳的最小性矛

盾，因此断言３成立．

断言４　 对任意犼∈｛０，１，…，狀－１｝，犫犼≥５．

采用反证法证明断言４．假设存在某个犼∈｛０，１，…，狀－１｝，不妨设犼＝１，使得犫１＝犪１＋犪２≤４．此

外，由断言３可知犪１，犪２≥２，因此犫１＝犪１＋犪２≥４，于是犪１＝犪２＝２．不失一般性，可以假设 犳（（０，２））＝

２，或 犳（（０，２））＝ 犳（（１，２））＝１．

假设 犳（（０，２））＝２．不失一般性，假设犳（（０，２））＝｛１，２｝，则显然犳（（１，２））＝犳（（２，２））＝．由

γ狉３（犆３×犆狀）函数的定义知，犳（（２，１））＝｛１，２，３｝．于是２＝犪１ ≥ 犳（２，１）＝３，矛盾．

假设 犳（（０，２））＝ 犳（（１，２））＝１．显然 犳（（２，２））＝０．此外，由犪１＝２及γ狉３（犆３×犆狀）函数的定

义知，犳（（２，１））＝２．因为犪１＝２，所以 犳（（０，１））＝ 犳（（１，１））＝０．利用γ狉３（犆３×犆狀）函数的定义，

由 犳（（０，１））＝０且 犳（（２，１））＝２可知，犳（（０，０））≥１；由 犳（（１，１））＝ 犳（（０，１））＝０可知，

犳（（１，０））＝３；且有 犳（（２，０））＝０．定义函数犵′∶犞（犆３×犆狀）→２
｛１，２，３｝，使得

　犵′（狏）＝
｛１｝，如果狏∈｛（１，０），（１，１），（２，０）｝；

犳（狏），其他
烅
烄

烆 ．

易见犵′是犆３×犆狀的一个３ 彩虹控制函数且ω（犵′）＝ω（犳），这暗示了犵′也是γ狉３（犆３×犆狀）函数．注意

到 （犻，犼）∈犞（犆３×犆狀）：犳（（犻，犼））＝ － （犻，犼）∈犞（犆３×犆狀）：犵′（（犻，犼））＝ ＝２，这与犳的最小性矛

盾．综上可知，断言４成立．

３１
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下面根据狀的奇偶性，分２种情形讨论：

情形１　狀是偶数．由断言４知，γ狉３（犆３×犆狀）＝ω（犳）＝
狀－１

犼＝０

犪犼＝（
狀－１

犼＝０

犫犼）／２≥５狀／２．在这种情形下，

给出犆３×犆狀 的一个３ 彩虹控制函数犳′∶犞（犆３×犆狀）→２
｛１，２，３｝，使得

　犳′（狏）＝

｛１，２｝，如果狏＝（０，２犻＋１），犻∈｛０，１，…，（狀－２）／２｝；

｛３｝，如果狏＝（１，２犻），犻∈｛０，１，…，（狀－２）／２｝，或者狏＝（２，犻），犻∈｛０，１，…，狀－１｝；

，其他

烅

烄

烆 ；

因此，γ狉３（犆３×犆狀）≤ω（犳′）＝５狀／２．

情形２　狀是奇数．假设对任意犼∈｛０，１，…，狀－１｝，犫犼＝犪犼＋犪犼＋１＝５．注意到断言３：对任意犼∈｛０，

１，…，狀－１｝，犪犼≥２；因此，不失一般性，可以假设犪０＝犪２＝…＝犪狀－１＝２且犪１＝犪３＝…＝犪狀－２＝３，或

犪０＝犪２＝…＝犪狀－１＝３且犪１＝犪３＝…＝犪狀－２＝２，于是可得到犫狀－１＝犪０＋犪狀－１＝４或６，这与假设犫狀－１＝５

矛盾．注意到断言４：对任意犼∈｛０，１，…，狀－１｝，犫犼≥５；因此，一定存在某个犼∈｛０，１，…，狀－１｝，不妨

设犼＝０，使得犫０ ≥６，于是由断言４可得

　γ狉３（犆３×犆狀）＝ω（犳）＝
狀－１

犼＝０

犪犼＝（犫０＋
狀－１

犼＝１

犫犼）／２≥ ［６＋５（狀－１）］／２＝（５狀＋１）／２．

在这种情形下，给出犆３×犆狀 的一个３ 彩虹控制函数犳″∶犞（犆３×犆狀）→２
｛１，２，３｝，使得

　犳″（狏）＝

｛１｝，如果狏＝（０，０）；

｛１，２｝，如果狏＝（０，２犻＋１），犻∈｛０，１，…，（狀－３）／２｝；

｛３｝，如果狏＝（１，２犻），犻∈｛０，１，…，（狀－１）／２｝，或者狏＝（２，犻），犻∈｛０，１，…，狀－１｝；

，其他

烅

烄

烆 ；

因此，γ狉３（犆３×犆狀）≤ω（犳″）＝（５狀＋１）／２．
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