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变量核 犕犪狉犮犻狀犽犻犲狑犻犮狕积分在加权

犆狅犿狆犪狀犪狋狅空间上的有界性

邵旭馗，　王素萍

（陇东学院 数学与统计学院，甘肃 庆阳７４５０００）

摘要：研究带变量核的Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ积分算子，应用函数分解理论及核函数Ω的性质，证明了Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ

积分算子μΩ 是加权Ｃｏｍｐａｎａｔｏ空间上的有界算子，推广了文献［７］和［１１］中有关非变量核的相关结果．
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犃犫狊狋狉犪犮狋：ＴｈｅＭａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚｉｎｔｅｇｒａｌｓｗｉｔｈｖａｒｉａｂｌｅｋｅｒｎｅｌｓμΩｉｓｄｉｓｃｕｓｓｅｄ．Ｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｄｅｃｏｍｐｏｓｉ

ｔｉｏｎｔｈｅｏｒｙａｎｄｔｈｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｋｅｒｎｅｌｆｕｎｃｔｉｏｎΩ，ｗｅｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｔｈｅＭａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚｉｎｔｅｇｒａｌｏｐｅｒａｔｏｒμΩｉｓ

ｂｏｕｎｄｅｄｏｎｗｅｉｇｈｔｅｄｃｏｍｐａｎａｔｏｓｐａｃｅ，ｗｈｉｃｈｅｘｔｅｎｄｓｎｏｖａｒｉａｂｌｅｋｅｒｎｅｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ［７］ａｎｄ［１２］．

犓犲狔狑狅狉犱狊：Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚｉｎｔｅｇｒａｌ；犃１ｗｅｉｇｈｔｅｄ；ｗｅｉｇｈｔｅｄＣｏｍｐａｎａｔｏｓｐａｃｅ；Ｖａｒｉａｂｌｅｋｅｒｎｅｌ

０　引言

记犛狀－１ 为犚狀（狀≥２）中的单位球面，其上装备了Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度ｄσ＝ｄσ（狕′）．设定义在犚
狀
×犚

狀 上

的函数Ω∈犔
∞（犚狀）×犔

狉（犛狀－１）（狉≥１），满足

　‖Ω‖犔
∞（犚

狀）×犔
狉（犛

狀－１）＝ｓｕｐ
狓∈犚

狀

（∫犛
狀－１

Ω（狓，狕′）
狉ｄσ（狕′））

１
狉 ＜ ∞， （１）

其中狕′＝
狕
狕
，狕∈犚

狀
＼｛０｝．并设Ω满足如下条件：

　Ω（狓，λ狕）＝Ω（狓，狕），狓，狕∈犚
狀，λ＞０； （２）

　∫犛
狀－１
Ω（狓，狕′）ｄ（狕′）＝０，狓∈犚

狀（消失条件）． （３）

１９５８年，Ｅ．Ｓｔｅｉｎ
［１］首次定义了Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ积分μΩ，并得到了当Ω∈犔犻狆（犚

狀）时μΩ 的（狆，狆）有

界性．１９９０年，Ａ．Ｔｏｒｃｈｉｎｓｋｙ等
［２］研究了当犫∈犔犻狆β（犚

狀）时交换子μΩ，犫的有界性．在此基础上，Ｍｏ等
［３］

进一步考虑了多线性的情形，邵旭馗等［４］又证明了当犫∈犔犻狆β，ν（犚
狀）时带变量核的 Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ积分
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交换子μ
犫
Ω的犔

狆加权有界性．１９６１年Ｊｏｈｎ等
［５］引入了Ｍｏｒｒｅｙ空间的原型，１９６３年Ｃｏｍｐａｎａｔｏ

［６］首次

引入了Ｃｏｍｐａｎａｔｏ空间，并研究了此空间的相关性质，此后Ｃｏｍｐａｎａｔｏ空间被广泛应用于偏微分方程

的研究中［７１０］．受以上研究的启发，本文考虑并证明了带变量核的 Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ积分算子μΩ 在加权

Ｃｏｍｐａｎａｔｏ空间上的有界性，从而推广了文献［７］和［１１］中有关非变量核的相关结果．

带变量核的 Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ积分μΩ 定义如下：

　μΩ（犳）（狓）＝∫
∞

０∫狓－狔 ≤狋

Ω（狓，狓－狔）

狓－狔
狀－１犳（狔）ｄ狔

２
ｄ狋

狋（ ）３
１
２

． （４）

首先给出本文中所用的一些定义与记号：设犽∈犣，令犅犽＝犅（０，２
犽）＝｛狓∈犚

狀：狓 ≤２
犽｝，及犆犽＝

犅犽＼犅犽－１，并记χ犽＝χ犆犽 为集犆犽 的特征函数．

定义１　 函数ω称为犃１ 权，若存在常数犆＞０，使得对任意的方体犙，有

　
１

犙∫犙
ω（狓）ｄ狓≤犆ω（狓），ａ．ｅ．，狓∈犙．

定义２　 设ω（狓）是犚
狀 的局部可积函数，ω（狓）≥０，１≤狆＜ ∞，α≥０，则称空间ε

α，狆
ω ＝｛犳∈

犔犾狅犮（犚
狀），‖犳‖α，狆，ω ＜ ∞｝为加权Ｃｏｍｐａｎａｔｏ空间，其中：

　‖犳‖α，狆，ω＝ｓｕｐ
犙犚

狀
ω（犙）－

（１＋α狆／狀）

∫犙
犳（狓）－犳犙 狆ω（狓）

１－狆ｄ（ ）｛ ｝狓
１／狆

，

　ω（犙）＝∫犙
ω（狓）ｄ狓，犳犙＝

１

犙∫犙
犳（狓）ｄ狓，

犙是边平行于坐标轴的方体．

１　 主要结果及其证明

定理１　 设Ω（狓，狔）∈犔
∞（犚狀）×犔犻狆β（犛

狀－１）（０＜β≤１／２）满足条件（１）、（２）和（３），ω∈犃１，且

犳∈ε
α，狆
ω ，０＜α＜１／２，１＜狆＜ ∞，若μΩ（犳）（狓）＜ ∞，ａ．ｅ．，狓∈犙，则存在与犳无关的常数犆＞０，

使得‖μΩ（犳）‖α，狆，ω ≤犆‖犳‖α，狆，ω．

注 　 当α＝０，狆＝１时，μΩ（犳）在加权ＢＭＯ空间上有界．

为证明定理１，需要引进以下引理：

引理１
［１２］
　 设核函数Ω满足条件（１）、（２）和（３），对１＜狇＜ ∞，权函数ω∈犃狆，则存在常数犆＞

０，使得‖μΩ（犳）‖犔
狇（ω）≤犆‖犳‖犔

狇（ω），对任意的犳∈犔
狇（ω）成立．

引理２
［１１］
　 设ω∈犃１，犳∈ε

α，狆
ω （α≥０），那么对任意的λ＞０及任意的方体犙，存在不依赖于犳和

犙的常数犆１ 及犆２，使得ω（｛狓∈犙，犳（狓）－犳犙 ω
－１
＞λ｝）≤犆１ｅｘｐ（犆２λ／（‖犳‖α，１，ωω（犙）

α／狀））ω（犙）．

引理３
［１１］
　 设ω∈犃１，犳∈ε

α，狆
ω （α≥０），那么对任意的狆＞１，有ε

α，狆
ω ＝ε

α，１
ω 且犆１‖犳‖α，１，ω ≤

‖犳‖α，狆，ω ≤犆２‖犳‖α，１，ω．

引理４
［１１］
　设ω∈犃１，犳∈ε

α，狆
ω （α≥０），犙为中心在狓０的半径为狉的方体，则对满足０≤α＜犱≤１

的犱总有∫犚
狀

狉犱 犳－犳犙
狉狀＋犱＋ 狓－狓０

狀＋犱ｄ狓≤犆‖犳‖α，狆，ω
ω（犙）

１＋α／狀

犙
．

定理１的证明　设 犈 ＝ ｛狓∈犚
狀：μΩ（犳）（狓）＜ ∞｝＞０，取狓０∈犈，以狓０为中心、狉为半径作方

体犙，并记犙′＝８狀
１
２犙，这里犙′是与犙 同中心，边长为犙的８狀

１
２ 方体．现将犳分解为：

　犳（狓）＝犳犙′＋（犳（狓）－犳犙′）χ犙′＋（犳（狓）－犳犙′）χ（犙′）犮 ＝∶犳１（狓）＋犳２（狓）＋犳３（狓）．

由Ω的消失性条件有μΩ（犳１）（狓）＝０．下证μΩ（犳２）（狓）∈ε
α，１
ω ，且

　∫犙
μΩ（犳２）（狓）ｄ狓≤犆ω（犙）

１＋α／狀
‖犳‖α，１，ω．

由引理２，可得

８



　 第１期 邵旭馗，等：变量核 Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ积分在加权Ｃｏｍｐａｎａｔｏ空间上的有界性

　∫犚
狀
犳２

２
ω
－１ｄ狓＝∫犙′

（犳－犳犙′）ω
－１ ２
ωｄ狓≤２∫

∞

０
λω（｛狓∈犙′：犳－犳犙′ ω

－１
＞λ｝）ｄλ≤

　　２∫
∞

０
λ犆１ｅｘｐ（犆２λ／（‖犳‖α，１，ωω（犙′）

α／狀））ω（犙′）≤犆ω（犙′）
１＋２α／狀

‖犳‖
２
α，１，ω ≤

　　犆ω（犙）
１＋２α／狀

‖犳‖
２
α，１，ω．

又因为ω∈犃１，从而ω∈犃２，ω
－１
∈犃２，再由引理１可得

　 ‖μΩ（犳２）‖犔
２（ω

－１）≤犆‖犳２‖犔
２（ω

－１）≤犆ω（犙）
１
２＋

α
狀‖犳‖α，１，ω．

再应用Ｈｌｄｅｒ不等式有

　∫犙
μΩ（犳２）（狓）ｄ狓≤犆∫犙

μΩ（犳２）
２
ω
－１ｄ（ ）狓

１／２

ω（犙）
１／２
≤犆‖μΩ（犳２）‖犔

２（ω
－１）ω（犙）

１／２
≤

　　犆ω（犙）
１＋α／狀
‖犳‖α，１，ω，

故μΩ（犳）（狓）＜ ∞，ａ．ｅ．，狓∈犙．

由题设 犈 ＞０，因此 犙∩犈 ＞０，于是存在狓′∈犙∩犈，使得μΩ（犳）（狓′）＜∞与μΩ（犳２）（狓′）＜ ∞

同时成立，且μΩ（犳３）（狓′）≤μΩ（犳）（狓′）＋μΩ（犳２）（狓′）＜ ∞．

另一方面，对任意的狓∈犙，有：

　 μΩ（犳３）（狓）－μΩ（犳３）（狓′）≤∫
∞

０∫狓－狔 ≤狋， 狓′－狔 ≥狋

Ω（狓，狓－狔）

狓－狔
狀－１ 犳３（狔）ｄ狔

２
ｄ狋

狋３

１／２

＋

　　∫
∞

０∫狓－狔 ≥狋， 狓′－狔 ≤狋

Ω（狓′，狓′－狔）

狓′－狔
狀－１ 犳３（狔）ｄ狔

２
ｄ狋

狋３

１／２

＋

　　∫
∞

０∫狓－狔 ≤狋， 狓′－狔 ≤狋

Ω（狓，狓－狔）

狓－狔
狀－１ －

Ω（狓′，狓′－狔）

狓′－狔
狀－１ 犳３（狔）ｄ狔

２
ｄ狋

狋３

１／２

＝

　　犓１＋犓２＋犓３．

由 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ不等式可得

　犓１ ≤∫犚
狀

Ω（狓，狓－狔）

狓－狔
狀－１ 犳３（狔）∫狓－狔 ≤狋， 狓′－狔 ≥狋

ｄ狋

狋３

１／２

ｄ狔≤

　　∫（犙′）
犮

Ω（狓，狓－狔）

狓－狔
狀－１ 犳３（狔）

１

狓－狔
２－

１

狓′－狔
２

１／２

ｄ狔．

注意到狔∈（ ）犙′ 犮，狓，狓０，狓′∈犙，故 狓０－狔 ～ 狓－狔 ～ 狓′－狔 ，并且有

　
１

狓－狔
２－

１

狓′－狔
２

１／２

≤
犆狉１

／２

狓－狔
３／２．

又由于Ω（狓，狔）∈犔
∞（犚狀）×犔犻狆β（犛

狀－１）犔
∞（犚狀）×犔∞（犛狀－１），由引理４有

　犓１ ≤犆‖Ω‖犔
∞（犚

狀）×犔
∞（犛

狀－１）∫（犙′）
犮

狉１
／２ 犳（狔）－犳犙′
狓′－狔

狀＋１／２ ｄ狔≤犆‖犳‖α，狆，ωω（犙）
１＋α／狀 犙 －１．

类似地，可得犓２ ≤犆‖犳‖α，狆，ωω（犙）
１＋α／狀 犙 －１．以下估计犓３．

　犓３ ≤犆∫（犙′）
犮

Ω（狓，狓－狔）

狓－狔
狀－１ －

Ω（狓′，狓′－狔）

狓′－狔
狀－１ 犳３（狔）∫狓－狔 ≤狋， 狓′－狔 ≤狋

ｄ狋

狋３

１／２

ｄ狔≤

　　犆∫（犙′）
犮

Ω（狓，狓－狔）

狓－狔
狀－１ －

Ω（狓′，狓′－狔）

狓′－狔
狀－１

犳３（狔）

狓′－狔
ｄ狔≤

　　犆∫（犙′）
犮
Ω（狓，狓－狔）－Ω（狓′，狓′－狔）

犳（狔）－犳犙′
狓－狔

狀 ｄ狔＋

　　犆∫（犙′）
犮
Ω（狓′，狓′－狔）

１

狓－狔
狀－１－

１

狓′－狔
狀－１

犳（狔）－犳犙′
狓′－狔

ｄ狔＝犓３１＋犓３２．

先估计犓３１．注意到 狓０－狔 ～ 狓－狔 ～ 狓′－狔 ，再由引理４，有

　犓３１ ≤犆∫（犙′）
犮
Ω（狓，

狓－狔
狓－狔

）－Ω（狓′，
狓′－狔
狓′－狔

） 犳（狔）－犳犙′
狓－狔

狀 ｄ狔≤

９
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　　犆∫（犙′）
犮

狉β 犳（狔）－犳犙′
狓－狔

狀＋β
ｄ狔≤犆‖犳‖α，狆，ωω（犙）

１＋α／狀 犙 －１．

其次估计犓３２．由于Ω（狓，狔）∈犔
∞（犚狀）×犔犻狆β（犛

狀－１）犔
∞（犚狀）×犔∞（犛狀－１），而

　
１

狓－狔
狀－１－

１

狓′－狔
狀－１ ≤

犆狉

狓′－狔
狀
，

则

　犓３２ ≤犆∫（犙′）
犮
Ω（狓′，狓′－狔）

狉犳（狔）－犳犙′
狓′－狔

狀＋１ ｄ狔≤

　　犆‖Ω‖犔
∞（犚

狀）×犔
∞（犛

狀－１）∫（犙′）
犮

狉 犳（狔）－犳犙′
狓′－狔

狀＋１ ｄ狔≤犆‖犳‖α，狆，ωω（犙）
１＋α／狀 犙 －１．

综上可知 μΩ（犳３）（狓）－μΩ（犳３）（狓′）≤犆‖犳‖α，狆，ωω（犙）
１＋α／狀 犙 －１，因此μΩ（犳）（狓）≤μΩ（犳１）（狓）＋

μΩ（犳２）（狓）＋ μΩ（犳３）（狓）－μΩ（犳３）（狓′）＋ μΩ（犳３）（狓′）＜ ∞，ａ．ｅ．狓∈犙．再由犙 的任意性可知

μΩ（犳）（狓）＜ ∞，ａ．ｅ．，狓∈犚
狀．另一方面，由以上估计知

　∫犙
μΩ（犳）（狓）－μΩ（犳）（狓′）ｄ狓≤∫犙

μΩ（犳２）（狓）ｄ狓＋∫犙
μΩ（犳３）（狓）－μΩ（犳３）（狓′）ｄ狓≤

　　犆‖犳‖α，狆，ωω（犙）
１＋α／狀

≤犆‖犳‖α，１，ωω（犙）
１＋α／狀，

故有‖μΩ（犳）（狓）‖α，１，ω ≤犆‖犳‖α，１，ω，再由引理３可得‖μΩ（犳）（狓）‖α，狆，ω ≤犆‖犳‖α，狆，ω．至此，定理１

证毕．
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