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线性回归模型参数的变点检验
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摘要:线性回归模型随应用环境的改变其模型的参数有可能发生变化,因此有必要对模型的参数进行检验与

分析.对于误差项不一定服从正态分布的线性回归模型,通过使用前后样本最小二乘估计量之差的适当权数,

获得了变点检验统计量及其渐进分布.
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Abstract:Theparametersoflinearregressionmodelsmaychangewiththechangeoftheapplicationenviron-
ment.Soitisnecessarytotestandanalyzetheparametersofthemodel.Usingappropriateweightdifference
ofthefrontandbacksamplesleastsquaresestimatorsoftheregressionparameters,weobtainedaneffective
teststatisticsandgradualdistributionforlinearregressionmodelthaterrordistributionmaynotsatisfynormal
distribution.
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0 引言

设线性回归模型:

 Y=Xβ+ε, (1)

其中X=(1,X1,X2,…,Xp-1)是协变量,Y 是响应变量,β=(β0,β1,…,βp-1)T 是回归系数.如果有n个

观察值(X1,i,X2,i,…,Xp-1,i,Yi),i=1,2,…,n,则

 ̂Yn =X̂nβ+̂εn, (2)
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在实际问题中,模型(2)的线性结构可能不变,但其中的回归参数可能会随着某些因素而发生改

变.如果改变,则线性模型(2)可由下列模型代替:
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 Yi=
X̂(i)β+εi,1≤i≤k*;

X̂(i)γ+εi,k*<i≤n{ ,
(3)

其中^ ( )Xi = 1,X1,i,X2,i,…,Xp-1,( )i ,回归参数β≠γ,k*称为变点.由此本文提出如下变点问题:根据

已有的样本推断线性回归模型的回归参数是否发生改变? 若发生改变,将何时发生改变? 20世纪五六

十年代,文献[1]和[2]在线性回归模型的误差项服从正态分布的情况下,应用最大似然方法检验了回

归参数的变点问题.随后,有关线性模型回归参数的变点问题获得了广泛关注,且在不同的应用背景下,

出现了经验似然方法、union-intersection方法、SCI准则方法、贝叶斯方法等不同的方法,这些方法各有

优劣,具体可参考文献[3-7].本文借鉴文献[8]中对函数型数据中均值函数变点的检验方法(此方法已

成功应用到气温数据的变点检测),在线性回归模型(1)的误差项满足独立同分布的条件下分析了回归

参数只有1个变点的检验问题:

 H0:β0=β2=…=βp-1;

 H1:βi≠βj,∃i,j∈ i,( )j 0≤i<j≤p-{ }1 .
若出现多个变点,可用二分法逐步检验.下面给出变点分析需要的一些假设条件:

假设1 线性回归模型(1)满足:E(Xi)=0,D(Xi)=σ2i < ∞,i=1,2,…,p-1,E(ε)=0,

D(ε)=σ2 < ∞,ε与X 相互独立.
假设2 选取样本的容量为N,̂XT

k̂Xk 1≤k≤( )N 是非奇异矩阵.

假设3 样本观察值满足模型Yi =
X̂(i)β+εi,1≤i≤k*;

X̂(i)γ+εi,k* <i≤N{ ,
其中^ ( )Xi =(1,X1,i,X2,i,…,

Xp-1,i).

1 检验过程

假设 H0:β=γ,H1:β≠γ.若假设1和2成立,则可分别得参数β的前k个样本和后N -k个样

本的最小二乘估计:

 ̂βk=(̂XT
k̂Xk)-1̂XT

k̂Yk,췍βk=(췍XT
k
췍Xk)-1췍XT

k췍Yk,1≤k<N,

其中
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如果 H0 成立,则Δk=̂βk-췍βk 应该比较小,但也易知当k接近1或N 时,Δk 会变大.为了缓解这种影响,

可对Δk 加权形成统计量:

 ̂Δk= k(N-k)
N

(̂βk-췍βk).

若H0 不成立,则存在某个k,使Δ̂k 较大.令k=[Nt],t∈(0,1),TN(t)= (1-
[Nt]
N
)[Nt](̂β[Nt]-

췍β[Nt]),AN(t)=TT
N(t)̂Σ-1

pTN(t),其中Σ̂-1
p 是Σ-1

p =σ2[E(̂XT(1)̂X(1))]-1 的矩法估计量.
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2 主要结论及其证明

定理1 若假设1和2成立,且在 H0 成立的条件下,有AN(t) →
d

χ2(p),0<t<1.
证明  由β̂[Nt]=(̂XT

[Nt]̂X[Nt])-1̂XT
[Nt]̂Y[Nt],̂Y[Nt]=X̂[Nt]β+̂ε[Nt],得

 (1-
[Nt]
N
)[Nt](̂β[Nt]-β)= 1-

[Nt]
N

(X̂
T
[Nt]̂X[Nt]

[Nt]
)
-1 X̂T

[Nt]̂ε[Nt]
[Nt]

.

因为 X̂T(i),i=1,2,…,N 独立同分布且与εi,i=1,2,…,N 独立,所以由大数定理和中心极限定理可

得:

 X̂T
[Nt]̂X[Nt]

[Nt] = 1
[Nt]∑

[Nt]

i
X̂T(i)̂X(i) →

P
E(̂XT(1)̂X(1)),

 X̂T
[Nt]̂ε[Nt]
[Nt]

= 1
[Nt]∑

[Nt]

i
X̂T(i)εi →

d
ξ.

其中ξ是服从均值为0,协方差阵为σ2E X̂T(1)̂X(1( ))的正态分布的随机向量.于是,由Slutsky定理有

 (1-
[Nt]
N
)[Nt](̂β[Nt]-β) →

d
ξ1,

其中ξ1= 1-tE [̂XT(1)̂X(1)]-1ξ是服从均值为0,协方差阵为(1-t)σ2[E(̂XT(1)̂X(1))]-1 的正态

分布的随机向量.类似观察到:

 (1-
[Nt]
N
)[Nt](β-췍β[Nt])=- 1-

[Nt]
N

(
췍XT
[Nt]
췍X[Nt]

[Nt]
)
-1췍XT

[Nt]췍ε[Nt]
[Nt]

.

由大数定理和中心极限定理得:

 
췍XT
[Nt]
췍X[Nt]

[Nt] =
췍XT
[Nt]
췍X[Nt]

N-[Nt]
N-[Nt]
[Nt] →

P (1
t -1)E(̂XT(1)̂X(1)),

 
췍XT
[Nt]췍ε[Nt]
[Nt]

=
췍XT
[Nt]췍ε[Nt]

N-[Nt]
N-[Nt]
[Nt]

→
d 1

t -1ξ.

于是,由Slutsky定理有

 (1-
[Nt]
N
)[Nt](β-췍β[Nt]) →

d
ξ2.

其中ξ2=-tE [̂XT(1)̂X(1)]-1ξ是服从均值为0,协方差阵为tσ2[E(̂XT(1)̂X(1))]-1的正态分布的随

机向量.综上有

 TN(t)= (1-
[Nt]
N
)[Nt](̂β[Nt]-췍β[Nt])=

  (1-
[Nt]
N
)[Nt](̂β[Nt]-β+β-췍β[Nt]) →

d
N(0,Σ-1

p ).

又因为Σ̂-1
p 是Σ-1

p 的矩法估计量,所以Σ̂-1
p →

P
Σ-1

p ,故AN(t)=TT
N(t)̂ΣpTN(t) →

d
χ2(p).定理得证.

对于1≤k≤d,令

 B1=(1-θ)2(β-γ)T(β-γ),B2=θ2(β-γ)T(β-γ),

 BN(t)= 1
N
TN (t)T 1

N
TN(t),B(t)=

t
1-tB1,0<t≤θ;

1-t
t B2,θ<t<1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

对某个0<θ<1,令k* = N[ ]θ .以下考虑变点的估计问题.
定理2 若假设1—3成立,则sup

0<t<1
BN(t)-B(t)=οp(1).
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证明  若0<t≤θ,则由最小二乘估计的相合性得

 
(1-

[Nt]
N
)[Nt]

N
β̂[Nt] →

P (1-t)tβ.

注意到:

 췍β[Nt]=(췍XT
[Nt]
췍X[Nt])-1췍XT

[Nt]췍Y[Nt]=(
췍XT
[Nt]
췍X[Nt]

N
)-1(
췍XT
[Nt]췍Y[Nt]

N
)=

  {1N ∑
N

i=[Nt]+1
X̂T(i)̂X(i)}-1{1N ∑

[Nθ]

i=[Nt]+1
X̂T(i)̂Yi+1N ∑

N

i=[Nθ]+1
X̂T(i)̂Yi} →

P

  (1-t)-1(θ-t)β+(1-t)-1(1-θ)γ.
所以有

 BN(t)= 1
N
TN (t)T 1

N
TN(t) →

P t
1-t

(1-θ)2(β-γ)T(β-γ). (4)

若θ<t<1,则k* =[Nθ]≤ [Nt],于是췍β[Nt] →
P

γ.注意到:

 ̂β[Nt]=(̂XT
[Nt]̂X[Nt])-1̂XT

[Nt]̂Y[Nt]=(X̂
T
[Nt]̂X[Nt]

N
)-1(X̂

T
[Nt]̂Y[Nt]

N
)=

  {1N∑
[Nt]

i=1
X̂T(i)̂X(i)}-1{1N∑

[Nθ]

i=1
X̂T(i)̂Yi+1N ∑

[Nt]

i=[Nθ]+1
X̂T(i)̂Yi} →

P
t-1θβ+t-1(t-θ)γ.

由β̂[Nt]-췍β[Nt]=̂β[Nt]-β+β-췍β[Nt]可得

 BN(t)= 1
N
TN (t)T 1

N
TN(t) →

P 1-t
t θ2(β-γ)T(β-γ). (5)

结合式(4)和(5)得BN(t) →
P

B(t).证毕.

推论1 若假设1—3成立,则当N → ∞ 时,TN(y) →
P
∞.

证明  在假设1—3成立的条件下,β≠γ,因此∫
1

0
( )Btdt>0,再由定理2可得证.

下面给出变点的估计量:̂θN =inf{t:TN(t)=sup
0<y<1

{TN(y)}}.

定理3 若假设1—3成立,则θ̂N →
P

θ.

证明  若t0 使TN(t)达到最大,必然也会使1
NTT

N(t)TN(t)达到最大,而定理2表明

 sup
0<t<1

BN(t)-B(t) →
P
0.

再结合假设3成立的条件下,B1 >0,B2 >0的结论,可知B(t)在t=θ处达到最大值,故θ̂N →
P

θ.

3 实例分析

在金融市场中,研究数据交易变化规律具有重要的意义.1982年,Holbert[9]利用贝叶斯方法研究

了波士顿股票交易所(BSE)和纽约证券交易所(NYAMSE)交易数据的变点问题.1998年,ChenJie[4]

利用SCI方法重新研究了这一数据的变点问题.本文选取1968年1月到1969年11月每个月的波士顿

股票交易所和纽约证券交易所的交易数据(表1),以NYAMSE交易数据作为回归变量,BSE交易数据

作为响应变量,建立了一元线性回归模型.下面检验该模型是否存在变点.首先,计算出检验统计量

AN(t)=6.404282>χ2
0.05

( )2 =5.991,由定理1知在0.05的显著性水平下应该拒绝原假设,这说明数

据所建立的线性模型存在变点.然后,利用定理3计算变点估计量,得θ̂N =1124
,由此可知交易数据所满
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足的线性模型的参数从1968年12月开始变化,这一结果与Holbert及ChenJie的研究结果一致,这表

明本文所采用方法是有效的.从方法上看,Holbert的贝叶斯方法存在估计先验分布的问题,ChenJie的

SCI方法要对随机误差项作正态分布的假定,而本文所采用的方法相对限制较少.

表1 1968年1月—1969年11月每个月的波士顿股票交易所和纽约证券交易所的交易数据

 时间
交易数据

NYAMSE BSE
 时间

交易数据

NYAMSE BSE
1968年1月 16336.7 148.7 1969年1月 16482.2 106.0
1968年2月 11040.5 94.2 1969年2月 13905.4 112.1
1968年3月 11525.3 128.1 1969年3月 11973.7 103.5
1968年4月 16056.4 154.1 1969年4月 12573.6 92.5
1968年5月 18464.3 191.3 1969年5月 16566.8 116.9
1968年6月 17092.2 191.9 1969年6月 13558.7 78.9
1968年7月 15178.8 159.6 1969年7月 11530.9 57.4
1968年8月 12774.8 185.5 1969年8月 11278.0 75.9
1968年9月 12377.8 178.0 1969年9月 11263.7 109.8
1968年10月 16856.3 271.8 1969年10月 15649.5 129.2
1968年11月 14635.3 212.3 1969年11月 12197.1 115.1
1968年12月 17436.9 139.4
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