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一类离散非自治竞争系统的
绝灭性和稳定性

余胜斌
(阳光学院 基础教研部,福建 福州350015)

摘要:通过构造适当的Lyapunov绝灭函数,研究了一类离散非自治竞争系统,得到了保证系统中某个种群绝

灭和另外一个种群全局吸引的充分性条件,所得的结果补充了前人的工作.
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Abstract:Aclassofdiscretenon-autonomouscompetitivesystemoftwospeciesisconsidered.Byconstructing
somesuitableLyapunovtypeextinctionfunctions,sufficientconditionswhichguaranteetheextinctionofspe-
ciesandthestabilitypropertyofanotherspeciesareobtain.Theresultssupplementsomeknownresults.
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0 引言

近年来,如下具有非线性相互抑制项的竞争系统受到学者们的关注[1-6]:

 
x1(n+1)=x1(n)expr1(n)-a1(n)x1(n)-c2(n)x2(n)

1+x2(n{ }) ,

x2(n+1)=x2(n)expr2(n)-a2(n)x2(n)-c1(n)x1(n)
1+x1(n{ })

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(1)

其中:x1(n)和x2(n)分别表示2个竞争种群在第n代的种群密度,ri(n)(i=1,2)表示2个种群的内禀

增长率,ai(n)(i=1,2)为2个种群的种内竞争系数,ci(n)(i=1,2)为2个种群的种间竞争系数.Qin

Wenjie等[1]探讨了系统(1)的持久性和全局稳定的周期解的存在性.受文献[1]启发,WangQinglong
等[2-3]通过定义Lyapunov函数和适当的分析手法,得到了系统(1)相应的离散和连续概周期系统存在

唯一全局渐进稳定的正概周期解的充分性判据.考虑到自然界受人类开采等因素的影响,WangQin-

glong等[4]进一步讨论了具反馈控制的系统(1)的动力学行为.笔者在文献[5]中进一步探讨了反馈控

制变量对系统(1)持久性的影响,得到了反馈控制变量不会影响系统持久性的结论,从而改进了文献[4]
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的结果.但是,文献[1-5]均未探讨系统的绝灭性.由于绝灭性是生态系统研究中的一个重要课题,与物

种或者自然资源的保护和开发等有直接的关系[6],因此本文就系统(1)的绝灭性进行探讨,类似的工作

参见文献[6-9]及其所引文献.
基于生态学含义,本文恒设系统(1)满足初始条件:x1(0)>0,x2(0)>0,从而易知对于任意的

n≥0都有x1(n)>0,x2(n)>0.对任一非负有界序列 f(n{ }),本文恒设:

 fL=inf
n∈N

f(n{ }), fM =sup
n∈N

f(n{ }).

1 绝灭性

以下将证明在适当的条件下,种群x2 或x1 将趋于绝灭.
引理1 系统(1)的任一正解(x1(n),x2(n))T 均满足:

 limsup
n→∞

xi(n)≤exp
(rM

i -1)
aLi =

def
Bi,i=1,2; (2)

即系统(1)的任一正解是最终有界的.
证明  引理1的证明与文献[7]中引理2.1的证明类似,这里不再给出.
定理1 假设如下条件(H1)成立:

(H1) rM
2

rL1 <
min cL1

aM
1(1+B1)

,a
L
2

cM{ }
2
,其中B1 由式(2)所定义,

则种群x2 将绝灭,即对系统(1)的任一正解(x1(n),x2(n))T 有lim
n→∞

x2(n)=0.

证明  由条件(H1)可选取足够小的数ε1 >0,使得

 rM
2

rL1 <
min cL1

aM
1(1+B1+ε1)

,a
L
2

cM{ }
2

(3)

成立.由式(3)可知,存在正常数α,β使得rM
2

rL1 <
β
α < min cL1

aM
1(1+B1+ε1)

,a
L
2

cM{ }
2
,从而有:

 αrM
2 -βrL

1=
def

-δ1 <0,βaM
1 - αcL

1

1+B1+ε1 <
0,βcM

2 -αaL
2 <0. (4)

对上述ε1,由引理1可知存在足够大的自然数N >0,使得当n≥N 时,有

 xi(n)<Bi+ε1,i=1,2. (5)

对任意的p≥N,由系统(1)和式(5)可知:

 
lnx1

(p+1)
x1(p) =r1(p)-a1(p)x1(p)-c2(p)x2(p)

1+x2(p)≥
rL1-aM

1x1(p)-cM2x2(p),

lnx2
(p+1)
x2(p) =r2(p)-a2(p)x2(p)-c1(p)x1(p)

1+x1(p)≤
rM
2 -aL2x2(p)- cL1x1(p)

1+B1+ε1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

(6)

由不等式(4)—(6)可得,对p≥N 有

 αlnx2
(p+1)
x2(p) -βln

x1(p+1)
x1(p) ≤ αrM

2 -βrL( )1 + βaM
1 - αcL

1

1+B1+ε
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
x1(p)+

  βcM
2 -αaL( )2 x2(p)<αrM

2 -βrL
1=-δ1 <0. (7)

对上式两边做从N 到n-1累加得αlnx2(n)
x2(N)-βln

x1(n)
x1(N)<-δ1(n-N),所以

 x2(n)< x1(n)
x1(N
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
β

x2(N( ))é

ë
êê

ù

û
úúα
1
α

exp-δ1
α
(n-Næ

è
ç

ö

ø
÷). (8)

由式(8)和引理1的x1(n)的最终有界性可知lim
n→∞

x2(n)=0,从而定理1得证.
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定理2 假设如下条件(H2)成立:

(H2) rL2
rM
1
> maxcM1

aL1
,a

M
2(1+B2)

cL{ }
2

,其中B2 由式(2)所定义,

则种群x1 将绝灭,即对系统(1)的任一正解(x1(n),x2(n))T 有lim
n→∞

x1(n)=0.

证明  由条件(H1)可选取足够小的数ε2 >0,使得

 rL2
rM
1
> maxcM1

aL1
,a

M
2(1+B2+ε2)

cL{ }
2

(9)

成立.由式(9)可知,存在正常数α,β使得rL
2

rM
1
>β

α > maxcM1
aL1
,a

M
2(1+B2+ε2)

cL{ }
2

,从而有:

 βrM
1 -αrL

2=
def

-δ2 <0,αcM
1 -βaL

1 <0,αaM
2 - βcL

2

1+B2+ε2 <
0. (10)

对任意的p≥N,由系统(1)和式(5)可知:

 
lnx1

(p+1)
x1(p) ≤rM

1 -aL1x1(p)- cL2
1+B2+ε2

x2(p),

lnx2
(p+1)
x2(p) ≥rL2-aM

2x2(p)-cM1x1(p)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(11)

由不等式(5)、(10)和(11)可知,当p≥N 时,有

 βln
x1(p+1)
x1(p) -αlnx2

(p+1)
x2(p) ≤ βrM

1 -αrL( )2 + αcM
1 -βaL( )1 x1(p)+

  αaM
2 - βcL

2

1+B2+ε
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
x2(p)<βrM

1 -αrL
2=-δ2 <0. (12)

余下的证明与定理1的证明类似,故省略.

2 稳定性

以下将讨论在一个种群绝灭的情况下另一个种群的稳定性问题,为此,首先给出几个引理.
引理2[10] 假设a(n)和b(n)为有正的上下界的非负序列,x(n{ }) 满足limsup

n→∞
x(n)≤x* 且当

n≥N0 时,有x(n+1)≥x(n)expa(n)-b(n)x(n{ }),其中N0∈N 且x(N0)>0,则liminf
n→∞

x(n)≥

minaL
bMexp{aL-bMx*},a

L

b{ }M .

引理3 假设(H1)成立,则系统(1)的任一正解(x1(n),x2(n))T 均满足:

 A1 ≤liminf
n→∞

x1(n)≤limsup
n→∞

x1(n)≤B1,

这里A1=rL1
aM
1
exp{rL1-aM

1B1},B1 如式(2)所定义.

证明  由引理1和定理1可知:

 lim
n→∞

x2(n)=0,limsup
n→∞

x1(n)≤B1. (13)

进一步地,因为rL1 >0,故可选取足够小的数ε>0,使得

 Aε=
def
rL1-cM2ε>0. (14)

由式(13)知,对上述ε>0,存在足够大的N1>0,使得对任意的n≥N1,有x1(n)≤B1+ε,x2(n)≤
ε.从而由系统(1)的第1个方程可知

 x1(n+1)≥x1(n)exprL1-aM
1x1(n)-cM2{ }ε . (15)

由引理2和式(14)、(15)可知liminf
n→∞

x1(n)≥ minAε

aM
1
exp{Aε-aM

1B1},Aε

aM{ }
1

.令ε→0,得
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 liminf
n→∞

x1(n)≥ minrL1
aM
1
exp{rL1-aM

1B1},r
L
1

aM{ }
1

. (16)

因为rL1-aM
1B1=rL1-aM

1
exp(rM

1 -1)
aL1 ≤rL1-exp(rM

1 -1)≤rL1-rM
1 ≤0,故由式(16)得

 liminf
n→∞

x1(n)≥rL1
aM
1
exp{rL1-aM

1B1}=
def
A1.

引理3得证.
引理4 假设(H2)成立,则系统(1)的任一正解(x1(n),x2(n))T 均满足:

 A2 ≤liminf
n→∞

x2(n)≤limsup
n→∞

x2(n)≤B2,

这里A2=rL2
aM
2
exp{rL2-aM

2B2},B2 如式(2)所定义.

证明  类似于引理3的证明可以得到引理4的证明,故省略.
下面考虑如下logistic方程:

 x(n+1)=x(n)expr1(n)-a1(n)x(n{ }), (17)

这里r1(n)和a1(n)为非负有界序列.由文献[7]中的引理3.2可得:

引理5 方程(17)的任一正解x(n)均满足A1 ≤liminf
n→∞

x(n)≤limsup
n→∞

x(n)≤B1,这里A1,B1

如引理3所定义.
对如下logistic方程:

 x(n+1)=x(n)expr2(n)-a2(n)x(n{ }), (18)

与引理5类似的有如下结论:

引理6 方程(18)的任一正解췍x(n)均满足A2 ≤liminf
n→∞

췍x(n)≤limsup
n→∞

췍x(n)≤B2,这里A2,B2

如引理4所定义.
定理3 假设(H2)成立,且如下条件(H3)也成立:

(H3) aM
1

aL1
exp(rM

1 -1)<2,

则系统(1)的任一正解(x1(n),x2(n))T 和方程(17)的任一正解x(n)有:

 lim
n→∞

x1(n)-x(n( ))=0,lim
n→∞

x2(n)=0.

证明  由条件(H1)成立和定理1可知lim
n→∞

x2(n)=0.令y(n)=lnx1(n)-lnx(n),则由系统(1)的

第1个方程和式(17)得

 y(n+1)=y(n)-a1(n)x(n)expy(n{ })-( )1 -c2(n)x2(n)
1+x2(n)

. (19)

由微分中值定理,存在θ(n)∈(0,1)使得expy(n{ })-1=expθ(n)y(n{ })y(n),从而式(19)可化为

 y(n+1)= 1-a1(n)x(n)expθ(n)y(n{ }[ ]) y(n)-c2(n)x2(n)
1+x2(n)

. (20)

因条件(H3)隐含着-1<1-aM
1B1,故可选取足够小的数ε>0使得-1<1-aM

1(B1+ε).由引理3、

引理5和lim
n→∞

x2(n)=0可知,对上述ε,存在足够大的N >0,使得当n≥N 时,有:

 A1-ε≤x1(n)≤B1+ε,x2(n)≤ε,A1-ε≤x(n)≤B1+ε. (21)

由θ(n)∈(0,1)知x(n)expθ(n)y(n{ })位于x(n)和x1(n)之间,从而由式(20)和(21)知,当n≥N 时

有 y(n+1)≤max 1-aM
1(B1+ε),1-aL1(A1-ε{ }) y(n)+cM2ε=

def
λε y(n)+cM2ε,这里λε=

max 1-aM
1(B1+ε),1-aL1(A1-ε{ }) .从而当n≥N 时,有
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 y(n)≤λn-N
ε y(N)+1-λn-N

ε

1-λε
cM
2ε. (22)

由1-aM
1(B1 +ε)≤1-aL1(A1 -ε)<1,可知0<λε <1.从而由式(22)可得lim

n→∞
y(n)=0,即

lim
n→∞

x1(n)-x(n( ))=0.证毕.

类似地,可以得到如下定理:

定理4 假设(H2)成立,且如下条件(H4)也成立:

(H4) aM
2

aL2
exp(rM

2 -1)<2,

则系统(1)的任一正解(x1(n),x2(n))T 和方程(18)的任一正解췍x(n)有:

 lim
n→∞

x1(n)=0,lim
n→∞

x2(n)-췍x(n( ))=0.

3 应用举例

例1 考虑如下系统:

 
x1(n+1)=x1(n)exp1.4-1.75x1(n)-

(1+0.3cos(3n))x2(n)
1+x2(n{ })

,

x2(n+1)=x2(n)exp0.7-2.6x2(n)-
(6+2sin(7n))x1(n)

1+x1(n{ })

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(23)

对系统(23)来说,经过验证发现条件(H1)和(H3)成立,从而由定理3可知x2绝灭而x1全局吸引,数值

模拟(图1)也支持这一结果.

图1 具初始条件为 0.2,( )0.6 T、0.9,( )0.1 T、0.53,( )0.22 T 和 0.8,( )0.9 T 的系统(23)的数值模拟

例2 考虑如下系统:

 
x1(n+1)=x1(n)exp0.4-1.75x1(n)-

(3.4+0.4sin(3n))x2(n)
1+x2(n{ })

,

x2(n+1)=x2(n)exp1.6-1.3x2(n)-
(3+cos(5n))x1(n)

1+x1(n{ })

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(24)

对系统(24)来说,经过验证发现条件(H2)和(H4)成立,从而由定理3可知x1绝灭而x2全局吸引,数值

模拟(图2)也支持这一结果.
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图2 具初始条件为 0.2,( )0.4 T、1.1,( )0.1 T、0.43,( )1.4 T 和 0.6,( )0.7 T 的系统(24)的数值模拟
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