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在黎曼流形上α-型(π,ω)半对称非度量联络的
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摘要:在黎曼流形上定义了一个α 型(π,ω)半对称非度量联络,研究了其常曲率条件,同时讨论了其联络的

相互连络的常曲率条件.
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  A.Fridman等[1]首次提出黎曼流形上的半对称联络概念后,文献[2]利用非对称度量联络的思

想[3]定义了半对称度量联络,并研究了其性质.在此基础上,文献[4]的作者对半对称度量联络做了更进

一步的探讨.文献[5-6]把Levi-Civita联络与射影等效的半对称联络定义为射影半对称联络,并研究了

它的一些性质;文献[7-8]研究了半对称联络与度量联络的物理模型;文献[9-10]研究了度量联络与非

度量联络的常曲率条件.本文利用已存在的半对称非度量联络,定义一个新的α 型(π,ω)半对称非度量

联络,并研究该联络的几何学性质,同时还研究了α 型(π,ω)半对称非度量联络的常曲率条件和相互连

络的常曲率条件.

1 α-型(π,ω)半对称非度量联络

定义1 黎曼流形(M,g)中的联络 ∇ 称为α 型(π,ω)半对称非度量联络,如果它满足如下关系:

 ∇kgij =-2(α-1)ωkgij -αωigjk -αωjgik,Tk
ij =φjδk

i -φiδk
j, (1)

其中α∈R且ω,π是1 型.
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定义1中的α 型(π,ω)半对称非度量联络 ∇ 是一个以α为参数的联络族,它的联络系数为:

 Γk
ij ={kij}+ α-( )1ωiδk

j+ α-( )1ωj+φ[ ]j δk
i +gij ωk-φ( )k , (2)

其中{kij}是Levi-Civita联络 ∇° 的联络系数.
如果α=0,则0 型(π,ω)半对称非度量联络 ∇ 满足:

 ∇kgij =2ωkgij,Tk
ij =φjδk

i -φiδk
j, (3)

其联络系数为Γk
ij={kij}-ωiδk

j- ωj-φ( )j δk
i +gij ωk-φ( )k .此联络在文献[11]中作为再归度量半对

称联络已得到讨论.
如果α=1,则1 型(π,ω)半对称非度量联络 ∇ 满足:

 ∇kgij =-ωigjk -ωjgik,Tk
ij =φjδk

i -φiδk
j, (4)

其联络系数为Γk
ij ={kij}-φjδk

i +gij ωk-φ( )k .文献[12]在π=ω 的条件下已研究了这个联络.
如果α=2,则2 型(π,ω)半对称非度量联络 ∇ 满足:

 ∇kgij =-2ωkgij -2ωigjk -2ωjgki,Tk
ij =φjδk

i -φiδk
j, (5)

其联络系数为Γk
ij ={kij}+ωiδk

j+ ωj+φ( )j δk
i +gij(ωk-φk).此联络在π=0时是Amari-chenstov联

络的一种.

α 型(π,ω)半对称非度量联络 ∇ 的曲率张量是

 Rl
ijk =Kl

ijk +δl
jλik -δl

iλjk +gjkνl
i-gikνl

j+δl
kωij, (6)

其中:

 λik =∇
°

i α-( )1ωk+φ[ ]k - α-( )1ωi+φ[ ]i α-( )1ωk+φ[ ]k -

  12gik α-( )1ωp +φ[ ]p ωp -φ( )p ,

 νik =∇
°

i ωk-φ( )k + ωi-φ( )i ωk-φ( )k +12gik α-( )1ωp +φ[ ]p ωp -φ( )p ,

 ωik = α-( )1 ∇°iωk-∇
°
kω( )i .

如果α=0,则λik =-νk
i.曲率张量Rl

ijk 的Bianchi-Ⅰ型恒等式为

 Rl
ijk +Rl

jki+Rl
kij =δl

iφjk +δl
jφik +δl

kφij, (7)

若1 型π是封闭的,则Rl
ijk +Rl

jki+Rl
kij =0.Bianchi-Ⅱ型恒等式为

 ∇hRl
ijk +∇iRl

jhk +∇jRl
hik =2φhRl

ijk +φiRl
jhk +φjRl( )hik , (8)

其中φij =∇
°
iφj-∇

°
jφi.

2 α-型(π,ω)半对称非度量联络的常曲率条件

如果在黎曼流体的任何点P 的截面曲率与二维子空间的选择无关,则曲率张量为

 Rijkl =K ( )p gilgjk -gikgj( )l . (9)

在此情形下,若K 是常数,则联络为常曲率联络.
定理1 在连接的黎曼流体(M,g)(dimM ≥3)上,α 型(π,ω)半对称非度量联络∇为常曲率联

络的充要条件是

 (α-2)ωh +φh =0. (10)

证明  把式(9)代入式(8)可得

 ∇hK +2K(α-2)ω[ ]h gilgjk -gikgj( )l + ∇iK +2K(α-2)ω[ ]i gjlghk -gjkg( )hl +
  ∇jK +2K(α-2)ω[ ]j ghlgik -ghkg( )il =
  2K φh gilgjk -gikgj( )l +φi gjlghk -gjkg( )hl +φj ghlgik -ghkg( )[ ]il ,

把gjk 乘于上式并整理可得
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 n-( )2 δl
i ∇hK -2K (α-2)ωh +φ( )[ ]h -δl

h ∇iK -2K (α-2)ωi+φ( )[ ]{ }i =0,

对i和l进行整理可得

 n-( )1 n-( )2 ∇hK -2K (α-2)ωh +φ( )[ ]h =0. (11)

在式(11)中可以看出,当n≥3时K 取常数的充要条件是式(10)成立.式(10)是n≥3的情况下,K 是

常数的充要条件.
由定理1可知,在连接的黎曼流形(M,g)(dimM ≥3)上,可以给出满足Schur定理的α 型(π,ω)

半对称非度量联络的3种类型:

1)如果α=0(2ωh =φh),则

 ∇kgij =φkgij,Tk
ij =φjδk

i -φiδk
j,Γk

ij ={kij}-12 φiδk
j-φjδk

i +gijg( )k .

2)如果α=1(ωh =φh),则

 ∇kgij =-φigjk -φjgik,Tk
ij =φjδk

i -φiδk
j,Γk

ij ={kij}+φjδk
i;

文献[12]虽研究了此联络,但并未提及常曲率联络.

3)如果α=2(φh =0),则

 ∇kgij =-2ωkgij -2ωigjk -2ωjgik,Tk
ij =0,Γk

ij ={kij}+ωiδk
j+ωjδk

i +gijωk;

此联络是Amari-chenstov联络的一种[4].

3 α-型(π,ω)半对称非度量联络的相互联络的常曲率条件

α 型(π,ω)半对称非度量联络的相互联络 ∇
-

满足如下关系式:

 ∇
-
kgij =-2 α-( )1ωk+φ[ ]k gij - αωi-φ( )i gkj - αωj-φ( )j gki,

 췍Tk
ij =φiδk

j-φjδk
i. (12)

其联络系数췍Γk
ij 为

 췍Γk
ij ={kij}- α-( )1ωi+φ[ ]i δk

j+ α-( )1ωjδk
i +gij ωk-φ( )k . (13)

由式(13)可知,相互联络 ∇
-

的曲率度量为

 췍Rl
ijk =Kl

ijk +δl
jωik -δl

iωjk +gjkαl
i-gikαl

j+δl
kβij, (14)

其中:

 ωik = α-( )1 ∇°iωk- α-( )1ωiω[ ]k ,

 αik =∇
°
i ωk-φ( )k + ωi-φ( )i ωk-φ( )k + α-( )1gikωp ωp -φ( )p ,

 βik =∇
°
i α-( )1ωk+φ[ ]k -∇

°
k α-( )1ωi+φ[ ]i .

定理2 在黎曼流体(M,g)(dimM≥3)上,α 型(π,ω)半对称非度量联络∇的相互联络∇
-

是常

曲率的充要条件为

 (α-2)ωh +2φh =0. (15)

证明  将췍Rijkl =K ( )p gilgjk -gikgj( )l 代入到如下Bianchi-Ⅱ型恒等式:

 ∇
-
h췍Rl

ijk +∇
-
i췍Rl

jhk +∇
-
j
췍Rl

hik =-2φh췍Rl
ijk +φi췍Rl

jhk +φj
췍Rl( )hik ,

得

 ∇hK -2K(α-2)ωh -3φ[ ]h gilgjk -gikgj( )l +[∇iK -2K(α-2)ωi-3φi](gjlghk -
  gjkghl)+ ∇jK -2K(α-2)ωj-3φ[ ]j ghlgik -ghkg( )il =
  -2[φh gilgjk -gikgj( )l +φi gjlghk -gjkg( )hl +φj ghlgik -ghkg( )il ].

将gjk 乘于上式并整理后得
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 n-( )2 δl
i ∇hK -2K(α-2)ωh +2φ[ ]h -δl

h ∇iK -2K(α-2)ωi+2φ[ ]{ }i =0.
对i,l进行整理可得

 n-( )1 n-( )2 ∇hK -2K(α-2)ωh +2φ[ ]h =0. (16)

在式(16)中可以看出,当n≥3时K 取常数的充要条件是式(15)成立.式(16)是n≥3的情况下,K 是

常数的充要条件.
由定理2可以看出,在连接的黎曼流形上可以给出满足Schur定理的α 型(π,ω)半对称非度量联络

的相互联络的3种类型:

1)如果α=0(ωh =φh),则:

 ∇
-
kgij =φigjk +φjgik,췍Tk

ij =φiδk
j-φjδk

i,Γk
ij ={kij}-φjδk

i; (17)

2)如果α=1(ωh =2φh),则:

 ∇
-
kgij =-φkgij -φigjk -φjgik,췍Tk

ij =φiδk
j-φjδk

i,Γk
ij ={kij}+φjδk

i +gijφk; (18)

3)如果α=3(φh =0),则:

 ∇
-
kgij =-2ωkgij -2ωigjk -2ωjgik,췍Tk

ij =0,Γk
ij ={kij}-ωiδk

j+ωjδk
i +gijωk. (19)

这3种联络是具有常曲率的非度量联络.
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