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摘要：讨论了离散情形下几何平均亚式期权的定价方法．首先对离散情形下的几何平均进行处理，然后利用

标准欧式期权的定价公式得到了固定执行价格离散几何平均亚式期权的定价公式，最后利用鞅论的方法得

到了浮动执行价格离散几何平均亚式期权的定价公式．
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　　亚式期权是金融市场上最活跃的奇异期权之一，其主要交易形式为场外交易．由于亚式期权的损益

不仅依赖于到期时标的资产的价格，还依赖于标的资产在有效期内某一段时间内的某种平均值，因此，

它可以有效地避免投资者通过操纵标的资产价格获利的可能性．同时，由于亚式期权的价值比标准期权

的价值更为便宜，因此，它在股票、商品、利率、外汇、能源、以及电力工业等实际市场中有着非常广泛的

应用．亚式期权根据采用的平均不同，可分为算术平均亚式期权与几何平均亚式期权；根据支付函数

（Ｐａｙｏｆｆ）的不同，又可分为固定执行价格看涨期权、固定执行价格看跌期权、浮动执行价格看涨期权以

及浮动执行价格看跌期权．为了处理方便，人们通常是在连续监控平均的情况下取得相应的定价公式，

例如，文献［１７］中利用各自不同的方法对连续监控情形下的几何平均亚式期权进行了定价研究，并得

出了相应的定价公式．为了更加符合实际，文献［８］利用风险中性定价原理推导出了离散时间几何平均

固定执行价格亚式期权的定价公式，文献［９］对离散监控下欧式风格亚式期权（ＥｕｒｏｐｅａｎｓｔｙｌｅＡｓｉａｎ

ｏｐｔｉｏｎ）的定价方法进行了研究．本文在离散监控条件下，对几何平均进行适当变换后，分别求出了固定

执行价格亚式期权和浮动执行价格亚式期权的定价公式．
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１　几个基本假设与几何平均的相关处理

本研究是基于ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ模型下进行的．令狋时刻标的资产的价格为犛（狋），它满足

　ｄ犛（狋）＝狉犛（狋）ｄ狋＋σ犛（狋）ｄ犠（狋）， （１）

其中狉为无风险利率，σ为标的资产价格的波动率，｛犠（狋）：０≤狋≤犜｝为标准维纳过程．由式（１）不难得到

　犛（狋）＝犛（０）ｅｘｐ｛（狉－
１

２
σ
２）狋＋σ犠（狋）｝． （２）

假设当前时刻为狋０∶＝０，离散监控时刻为狋１＜狋２＜…＜狋狀，且每个监控时刻之间是等间隔的，令其

间距为Δ∶＝
犜
狀
，其中犜∶＝狋狀 为到期日．则由式（２）可知，几何平均可写成

　犌犃（犜）∶＝（∏
狀

犻＝１

犛（狋犻））
１
狀 ＝犛（０）ｅｘｐ｛

１

狀
［（狉－

１

２
σ
２）

狀

犻＝１

犻Δ＋σ
狀

犻＝１

犠（犻Δ）］｝＝

　　犛（０）ｅｘｐ｛
Δ（狀＋１）

２
（狉－

１

２
σ
２）＋

σ
狀

狀

犻＝１

犠（犻Δ）｝． （３）

因为犠（［狀－（犻－１）］Δ）－犠（（狀－犻）Δ），犻＝１，…，狀是相互独立的，且服从均值为０，方差为Δ的正态

分布，因此
狀

犻＝１

犠（犻Δ）＝
狀－１

犻＝１

犻［犠（［狀－（犻－１）］Δ）－犠（（狀－犻）Δ）］＋狀犠（Δ）服从均值为０，方差为

Δ
狀

犻＝１

犻２＝
Δ狀（２狀＋１）（狀＋１）

６
的正态分布．令
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２）＝

狀＋１
２狀

（狉－
１

２
σ
２）， （４）
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（２狀＋１）（狀＋１）＝

（２狀＋１）（狀＋１）σ
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则Δ
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２
σ
２）＋

σ
狀

狀
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珘μ犜＋珓σ犠（犜），其中符号＝
犱

表示同分布．因此犌犃（犜）可改写为

　犌犃（犜）＝犛（０）ｅｘｐ｛
Δ（狀＋１）

２
（狉－

１

２
σ
２）＋

σ
狀
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犠（犻Δ）｝＝
犱

犛（０）ｅｘｐ｛珘μ犜＋珓σ犠（犜）｝＝

　　犛（０）ｅｘｐ｛［珘μ－（狉－
１

２
珓σ
２）］犜｝ｅｘｐ｛（狉－

１

２
珓σ
２）犜＋珓σ犠（犜）｝． （６）

容易验证式（６）是初值为

　犌犃（０）＝犛（０）ｅｘｐ｛［珘μ－（狉－
１

２
珓σ
２）］犜｝ （７）

的微分方程

　ｄ犌犃（狋）＝狉犌犃（狋）ｄ狋＋珓σ犌犃（狋）ｄ犠（狋） （８）

的解．也就是说，离散监控下的几何平均满足初值为式（７）的微分方程（８）．

２　 固定执行价格亚式期权的定价

固定执行价格亚式看涨期权与看跌期权的支付函数分别为

　ｍａｘ｛犌犃（犜）－犓，０｝，ｍａｘ｛犓－犌犃（犜），０｝， （９）

其中犓 为执行价格．由犌犃（犜）的运动方程（８）与支付函数（９）的形式不难看出，在ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ模型

下，可以把函数（９）看成是以犌犃（狋）为标的资产价格的标准欧式看涨期权的支付函数，因此，可以直接

利用Ｂｌａｃｋ与Ｓｃｈｏｌｅｓ
［１０］提出的标准欧式看涨期权的定价公式：

固定执行价几何平均看涨期权的定价公式为

　犉犌犆（０）＝犌犃（０）ｅ－狇
犜犖（犱１）－犓ｅ

－狉犜犖（犱２）， （１０）

００２
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固定执行价几何平均看跌期权的定价公式为

　犉犌犘（０）＝犓ｅ－
狉犜犖（－犱２）－犌犃（０）ｅ

－狇犜犖（－犱１）， （１１）

其中犱１，２＝

ｌｎ（
犌犃（０）ｅｘｐ｛－狇犜｝

犓
）＋（狉±

１

２
珓σ
２）犜

珓σ槡犜
，狇为红利，犖（·）为标准正态分布的累积分布函数，

珘μ，珓σ以及犌犃（０）分别由式（４）、（５）以及式（７）来确定．

３　 浮动执行价格亚式期权的定价

为了得到浮动执行价格亚式期权的定价公式，用珟犛（狋）与珟犌犃（狋）来分别表示犛（狋）与犌犃（狋）的折现

价值，即：

　珟犛（狋）∶＝ｅ－
狉狋犛（狋）＝犛（０）ｅ－

１
２σ
２
狋＋σ犠（狋）， （１２）

　珟犌犃（狋）∶＝ｅ－
狉狋犌犃（狋）＝犌犃（０）ｅ－

１
２珓σ
２
狋＋珓σ犠（狋）， （１３）

称犞（狋）∶＝ｅ－
狉（犜－狋）犈（犳（犛（犜），犌犃（犜））狘犉狋）为狋时刻资产组合的资本过程，其中犳（犛（犜），犌犃（犜））为浮

动执行价格亚式期权的支付函数．看涨期权时为犳ｃ（犛（犜），犌犃（犜））＝ｍａｘ｛犛（犜）－犌犃（犜），０｝，看跌期

权时为犳ｐ（犛（犜），犌犃（犜））＝ｍａｘ｛犌犃（犜）－犛（犜），０｝．令

　珟犞（狋）∶＝ｅ－
狉狋犞（狋）， （１４）

并称式（１４）为折现的资本过程．注意到犞（犜）＝犈（ｅ－
狉（犜－狋）
犳（犛（犜），犌犃（犜））狘犉犜）＝犳（犛（犜），犌犃（犜）），

这说明可以用犞（犜）来得到支付函数犳（犛（犜），犌犃（犜））的复制．对式（１２）和式（１３）使用伊藤公式，不难

得出：

　ｄ珟犛（狋）∶＝σ珟犛（狋）ｄ犠（狋）， （１５）

　ｄ珟犌犃（狋）∶＝珓σ珟犌犃（狋）ｄ犠（狋）， （１６）

且当狊＜狋时，有

　犈（珟犞（狋）狘犉狊）＝犈（ｅ
－狉狋犞（狋）狘犉狊）＝犈（ｅ

－狉狋犈（ｅ－狉
（犜－狋）
犳（犛（犜），犌犃（犜））狘犉狋）狘犉狊）＝

　　犈（ｅ－
狉犜
犳（犛（犜），犌犃（犜））狘犉狊）＝ｅ

－狉狊犈（ｅ－狉
（犜－狊）
犳（犛（犜），犌犃（犜））狘犉狊）＝ｅ

－狉狊犞（狊）＝珟犞（狊）．

（１７）

这表明珟犞（狋）为鞅，再由鞅表现定理可知，存在可料过程｛α（狋），狋≥０｝，使得

　ｄ珟犞（狋）＝α（狋）ｄ犠（狋）． （１８）

再由式（１５）可以把式（１８）改写成

　ｄ珟犞（狋）＝
α（狋）

σ珟犛（狋）
ｄ珟犛（狋）＝∶β（狋）ｄ珟犛（狋）． （１９）

由式（１２）、（１４）和（１９），经简单的计算可以得到

　ｄ犞（狋）＝β（狋）ｄ犛（狋）＋（犞（狋）－β（狋）犛（狋））狉ｄ狋＝β（狋）ｄ犛（狋）＋
犞（狋）－β（狋）犛（狋）

犅（狋）
狉犅（狋）ｄ狋＝

　　β（狋）ｄ犛（狋）＋
犞（狋）－β（狋）犛（狋）

犅（狋）
ｄ犅（狋）． （２０）

令

　γ（狋）∶＝
犞（狋）－β（狋）犛（狋）

犅（狋）
， （２１）

其中｛犅（狋），０≤狋≤犜｝表示无风险资产的价格过程，则式（２０）可改写成

　ｄ犞（狋）＝β（狋）ｄ犛（狋）＋γ（狋）ｄ犅（狋）， （２２）

而由式（２１）可以得到

　犞（狋）＝β（狋）犛（狋）＋γ（狋）犅（狋）． （２３）

１０２
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再由式（２２）和（２３）可知，资本过程｛犞（狋）：０≤狋≤犜｝为自筹资产组合，因此犞（０）就是要求得的期权价值：

　犞（０）＝犈（ｅ－
狉（犜－０）

犳（犛（犜），犌犃（犜））狘犉０）＝ｅ
－狉犜犈（犳（犛０ｅ

（狉－
１
２σ
２）犜＋σ犠犜，犛０ｅ珘μ

犜＋珓σ犠犜））＝

　　ｅ
－狉犜

∫
∞

－∞
犳（犛０ｅ

（狉－
１
２σ
２）犜＋σ狓，犛０ｅ珘μ

犜＋珓σ狓，犜）·
１

２π槡 犜
ｅ－

狓
２

２犜ｄ狓． （２４）

这里，只对看涨期权的情形给出求解过程即可，看跌期权的情形可类似求得．由于看涨期权时的支付函

数为犳ｃ（犛（犜），犌犃（犜））＝ｍａｘ｛犛（犜）－犌犃（犜），０｝，从而

　犞ｃ（０）＝ｅ
－狉犜

∫
∞

－∞
犳ｃ（犛（犜），犌犃（犜））·

１
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狓
２
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∫
∞

－∞
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１
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犜＋珓σ狓，０｝·
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狓
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２
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２π槡 犜
ｄ狓－
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