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一类一维临界非线性薛定谔方程组解的渐近行为

石仁淑

（延边大学理学院 数学系，吉林 延吉１３３００２）

摘要：讨论了一类一维临界非线性薛定谔方程组解的渐近行为．在粒子质量满足一定关系的条件下，通过运

用所研究非线性薛定谔方程组解的衰减估计，得出了此类方程组渐近自由解的非存在性．
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　　本文讨论如下非线性薛定谔方程组

　

犻狋狑１＋
１

２犿１
Δ狑１＝α１ 狑１

２狑１＋β１
珡狑２１狑２，

犻狋狑２＋
１

２犿２
Δ狑２＝α２ 狑２

２狑２＋β２狑
３
１

烅

烄

烆
，

（１）

其中狑犼（０，狓）＝ψ犼（狓），（狋，狓）∈犚×犚，狋＝／狋，Δ是拉普拉斯算子，犿犼 为粒子的质量，α犼，β犼 ∈犆，

犼＝１，２，狑犼为未知复值函数．

薛定谔方程被广泛应用于非线性光学、凝聚态物理、激光聚变等领域．非线性薛定谔方程组（１）源

于物理问题［１２］．在方程组（１）中，若β１＝β２＝０，则方程组（１）演变为２个独立的薛定谔方程．由文献

［３４］知，当狆＝１＋
２

狀
时，非线性薛定谔方程

　犻狋狑＋
１

２
Δ狑＝λ 狑 狆－１狑， （２）

的非线性项为临界的（在方程（２）中（狋，狓）∈犚×犚
狀，狆＞１且λ∈犆）．临界非线性薛定谔方程是非线性

色散方程的一个重要研究课题．在λ∈犚或Ｉｍλ＜０的条件下，狆＝１＋
２

狀
且狀＝１，２，３时，文献［５６］对

方程（２）的Ｃａｕｃｈｙ问题进行了讨论．文献［７］的作者研究了２维类似薛定谔方程组的Ｃａｕｃｈｙ问题．本文
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对一维临界薛定谔方程组（１）渐近自由解的非存在性进行研究．

１　 定理及其证明

首先定义犳的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换如下：

　犉［犳］（狓）＝^犳（狓）∶＝
１

２槡π∫犚
ｅ－ｉξ

·狓
犳（ξ）ｄξ，狓∈犚．

对犿，狊∈犚，Ｓｏｂｏｌｅｖ空间犎
犿，狊（犚）满足犎犿

，狊（犚）＝｛犳∈犔
２（犚）：（１＋ 狓 ２）

狊
２（１－Δ）

犿
２犳 犔

２ ＜ ∞｝．用

犆表示不同的正常数．由方程组（１）可以得到相应的自由薛定谔方程组

　

犻狋狌１＋
１

２犿１
Δ狌１＝０，

犻狋狌２＋
１

２犿２
Δ狌２＝０

烅

烄

烆
，

（３）

其中狌犼（０，狓）＝犼（狓），犼＝１，２．若存在方程组（３）的犔
２自由解（狌１，狌２），使得ｌｉｍ

狋→±∞

（狑１－狌１ 犔
２ ＋

狑２－狌２ 犔
２）＝０，则称非线性薛定谔方程组（１）的解（狑１，狑２）是渐近自由的．

将方程组（１）的各方程两边分别乘以珡狑１ 和珡狑２，取虚部并在犚上积分，有

　
ｄ

ｄ狋
（狑１

２
犔
２＋ 狑２

２
犔
２）＝２

２

犼＝１

Ｉｍα犼 狑犼
４
犔
４＋２Ｉｍβ１∫犚

珡狑３１狑２ｄ狓＋β２∫犚
狑３１珡狑２ｄ（ ）狓 ．

假设Ｉｍα犼≤０，犼＝１，２且β１＝珋β２，则有
ｄ

ｄ狋
（狑１

２
犔
２＋ 狑２

２
犔
２）≤０．应用文献［７］中的方法，可以得到方

程组（１）的Ｃａｕｃｈｙ问题解的存在性和解的犔∞时间衰减估计．证明略．

性质１　 设Ｉｍα犼 ≤０，β１＝珋β２，３犿１＝犿２，ψ犻（狓）∈犎
１，１（犚），犼＝１，２．假设对某个ε＞０，有

ψ１（狓）犎
１，１＋ ψ２（狓）犎

１，１ ＜ε，则存在非线性薛定谔方程组的解狑＝（狑犼）犼＝１，２，使得狑∈犆（［０，∞）；

犎１
，１（犚）），且 狑 犔

∞ ≤犆（１＋狋）
－
１
２．

本文应用性质１中方程组（１）解的衰减估计来证明其渐近自由解的非存在性．本文的证明是基于对

犎（狋）的研究，这里犎（狋）＝Ｉｍ∫犚
狌１珡狑１＋狌２珡狑２ｄ狓．通过对

ｄ

ｄ狋
犎（狋）的研究，由反证法得到方程组（１）的渐近

自由解的非存在性．

定理１　设３犿１＝犿２，Ｒｅα犼＞０，Ｉｍα犼≤０，β１＝珋β２，犼＝１，２．若一维临界非线性薛定谔方程组（１）

的解狑∈犆（［０，∞）；犎
１，１（犚））满足衰减估计 狑 犔

∞ ≤犆（１＋狋）
－
１
２，则不存在方程组（２）的自由解（狌１，狌２）

使得＝（１（狓），２（狓））≠（０，０），∈犎
１，１（犚），且ｌｉｍ

狋→∞

（狑１（狋）－狌１（狋）犔
２＋ 狑２（狋）－狌２（狋）犔

２）＝０．

在证明定理１之前，首先引入一个引理，它给出了相应自由方程组（２）解的衰减估计，其证明过程可

参考文献［３］．

引理１　设（狌１，狌２）为方程组（２）的一个光滑解．若犼∈犔
１（犚）∩犔

２（犚），犼＝１，２，则存在正常数犆犼

使得 狌犼 犔
狇 ≥犆犼狋

－（
１
２－

１
狇
），其中狇≥２．

定理１的证明 　 假设存在方程组（２）的解（狌１，狌２），使得

　ｌｉｍ
狋→∞

（狑１－狌１ 犔
２＋ 狑２－狌２ 犔

２）＝０． （４）

令犎（狋）＝Ｉｍ∫犚
狌１珡狑１＋狌２珡狑２ｄ狓＝Ｉｍ∫犚

狌１（珡狑１－珔狌１）＋狌２（珡狑２－珔狌２）ｄ狓，则有

　
ｄ

ｄ狋
犎（狋）＝Ｉｍ∫犚

（狋狌１）珡狑１＋狌１（狋珡狑１）＋（狋狌２）珡狑２＋狌２（狋珡狑２）ｄ狓．

由方程组（１）和（２）有

７９１
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ｄ

ｄ狋
犎（狋）＝Ｒｅ∫犚

珔α１狌１ 狑１
２珡狑１＋珋β１狌１狑

２
１
珡狑２＋珔α２狌２ 狑２

２珡狑２＋珋β２狌２
珡狑３１ｄ狓＝

　　Ｒｅ∫犚
珔α１ 狌１

４
＋珔α２ 狌２

４ｄ狓＋Ｒｅ∫犚
珔α１狌１ 狑１

２珡狑１－珔α１ 狌１
４ｄ狓＋

　　Ｒｅ∫犚
珔α２狌２ 狑２

２珡狑２－珔α２ 狌２
４ｄ狓＋Ｒｅ∫犚

珋
β１狌１狑

２
１
珡狑２＋珋β２狌２

珡狑３１ｄ狓．

因为Ｒｅα犼＞０，犼＝１，２，于是由引理１可得

　Ｒｅ∫犚
珔α１ 狌１

４
＋珔α２ 狌２

４ｄ狓≥犆狋
－１． （５）

下面考虑Ｒｅ∫犚
珔α１狌１ 狑１

２珡狑１－珔α１ 狌１
４ｄ狓．由于

　 Ｒｅ∫犚
珔α１狌１ 狑１

２珡狑１－珔α１ 狌１
４ｄ狓 ≤犆∫犚

狌１ 珡狑１
２珡狑１－珔狌１ 珔狌１

２ ｄ狓，

利用 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式，有

　∫犚
狌１ 珡狑１

２珡狑１－珔狌１ 珔狌１
２ ｄ狓 ≤犆 狑１－狌１ 犔

２（狑１ 犔
∞ ＋ 狌１ 犔

∞）狌１
２

犔
４＋

　　犆 狑１－狌１ 犔
２· 狌１ 犔

２· 狑１
２

犔
∞．

由定理１的假设，及不等式 狌犼 犔
狇 ≤犆狋

－
狇－２
２狇，犼＝１，２，狇≥２，有Ｒｅ∫犚

珔α１狌１ 狑１
２珡狑１－珔α１ 狌１

４ｄ狓＝

狅（狋－１），狋→０．利用同样的方法有Ｒｅ∫犚
珔α２狌２ 狑２

２珡狑２－珔α２ 狌２
４ｄ狓＝狅（狋－

１），狋→０，且Ｒｅ∫犚

珋
β１狌１狑

２
１
珡狑２＋

珋
β２狌２

珡狑３１ｄ狓＝狅（狋
－１），狋→０．综合上面的结果，对狋≥犜（假设犜≥１）有

ｄ

ｄ狋
犎（狋）≥犆狋

－１．对狋积分得

　犎（５犜）－犎（犜）≥犆∫
５犜

犜
狋－１ｄ狋＝犆ｌｎ５＞０． （６）

另外，由犎（狋）的定义知犎（狋）＝Ｉｍ∫犚
狌１（珡狑１－珔狌１）＋狌２（珡狑２－珔狌２）ｄ狓．利用Ｓｃｈｗａｒｔｚ不等式，有狘犎（狋）狘≤

狌１ 犔
２ 狑１－狌１ 犔

２＋ 狌２ 犔
２ 狑２－狌２ 犔

２．由此知ｌｉｍ
狋→∞

犎（狋）＝０，这与式（６）相矛盾，故此定理得证．
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