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摘要：研究了一类二阶狇 对称差分方程两点边值问题解的存在性．首先，利用Ｂａｎａｎｃｈ空间压缩映像原理获

得了解的存在唯一性结果；其次，在一定的边界条件下，通过假设非线性项具有超线性和次线性性，建立了该

问题存在正解的充分性条件．
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０　引言

２０１０年，Ｍ．ＥｌＳｈａｂｅｄ等
［１］研究了二阶差分方程边值问题：

　－狌″＝犪（狋）犳（狌（狋）），０≤狋≤１； （１）

　
α狌（０）－β狌′（０）＝０，

γ狌（１）＋δ狌′（１）＝０
烅
烄

烆 ．
（２）

其中函数犳，犪以及式（２）中的常系数满足一定的条件．在超线性和次线性的情况下，Ｍ．ＥｌＳｈａｂｅｄ等建

立了问题（１）—（２）正解的存在性条件．２０１３年，ＹａｎｇＷｅｎｇｕｉ
［２］研究了如下狇 差分方程的边值问题：

　－犇
２
狇狌（狋）＝犪（狋）犳（狌（狋）），０≤狋≤１；

　
α狌（０）－β犇狇狌（０）＝０，

γ狌（１）＋δ犇狇狌（１）＝０
烅
烄

烆 ，

利用压缩映射原理及锥的伸拉缩定理获得了其正解的存在性．受上述工作启发，本文考虑如下二阶
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狇 对称差分方程的边值问题：

　－珦犇
２
狇狌（狋）＝犳（狋，狌（狋）），犪≤狋≤犫； （３）

　
α狌（犪）－β珦犇狇狌（犪）＝０，

γ狌（犫）＋δ珦犇狇狌（犫）＝０
烅
烄

烆 ．
（４）

其中犪＜０＜犫，ρ＝γβ＋αγ（犫－犪）＋δα＞０，α，β，γ，δ≥０，犳（狌）是 犪，［ ］犫 ×犚上非负的连续函数．显

然，在问题（３）—（４）中，若犳（狋，狌（狋））＝狆（狋）犵（狌（狋）），犪＝０，犫＝１，则问题（３）—（４）可化为：

　－珦犇
２
狇狌（狋）＝狆（狋）犵（狌（狋）），０≤狋≤１； （５）

　
α狌（０）－β珦犇狇狌（０）＝０，

γ狌（１）＋δ珦犇狇（１）＝０
烅
烄

烆 ．
（６）

这里狆（狋）不恒等于０．为研究问题（５）—（６）正解的存在性，首先利用不动点定理建立边值问题（３）—（４）

解的存在性条件，然后在问题（５）—（６）中假设犵是超线性的或者是次线性的，即如果令犵０∶＝ｌｉｍ
狌→０

犵（狌）

狌
，

犵∞∶＝ｌｉｍ
狌→∞

犵（狌）

狌
，则犵０＝０，犵∞ ＝∞ 或者犵０＝∞，犵∞ ＝０．近年来，狇 量子微积分

［３４］得到了迅速的发

展，并取得了大量的研究成果［５１１］，然而关于狇 对称差分方程边值问题的研究未见文献报道，因此本文

的结果是新的．

１　 预备知识

假设狇∈（０，１），则称犅是（狇，狇
－１）几何的，如果对每一个狓∈犅，有狇狓，狇

－１狓∈犅．

定义１　 假设犳是定义在一个（狇，狇
－１）几何集犅上的实值或复值函数，则当狓≠０时，犳的狇对称

导数定义为：（珦犇狇犳）（狓）＝
犳（狇狓）－犳（狇－

１狓）
（狇－狇

－１）狓
，狓≠０，如果犳在０处可微，则（珦犇狇犳）（０）＝犳′（０）．

定义２　 假设犳是定义在一个（狇，狇
－１）几何集犅上的实值或复值函数，则犳的狇对称积分定义为：

∫
狓

０
犳（狋）珘ｄ狇狋＝狓（１－狇

２）
∞

狀＝０

狇
２狀
犳（狇

２狀＋１狓），狓∈犅，且有∫
犫

犪
犳（狋）珘ｄ狇狋＝∫

犫

０
犳（狋）珘ｄ狇狋－∫

犪

０
犳（狋）珘ｄ狇（狋），犪，犫∈犅．

莱布尼兹公式和狇 对称分部积分公式分别为：

　∫
犫

犪

珦犇狇犳（狋）珘ｄ狇狋＝犳（犫）－犳（犪），

　∫
犫

犪
犳（狋）珦犇狇［］犵 （狋）珘ｄ狇狋＝犳（狇狋）犵（狋）

犫
犪＋∫

犫

犪
犵（狇狋）珦犇狇［］犳 （狇狋）珘ｄ狇狋．

记：［］犪 狇＝
１－狇

２犪

１－狇
２
，犪∈犚，（犪－犫）

（０）

＝１，（犪－犫）
（犿）

＝∏
犿－１

犻＝０

（犪－犫狇
２犻＋１），犿∈犖∪ ∞｛ ｝，则

　狓珦犇狇（狓－τ）
（犿）

＝狇［犿］狇（狇
－１狓－τ）

（犿－１）

，τ珦犇狇（狓－τ）
（犿）

＝－狇［犿］狇（狓－狇τ）
（犿－１）

．

引理１
［１２］
　 设犡是一个巴拿赫空间，犜∶犡→犡是一个完全连续算子，并且符合犞＝｛狌犡狘狌＝

μ犜狌，０＜μ＜１｝是有界的，则犜在犡 中有一个不动点．

引理２
［１２］
　 设犡是一个巴拿赫空间，Ω是犡的有界开子集，θ∈Ω并且犜∶珡Ω→犡是一个完全连

续的算子，满足 ‖犜狌‖ ≤ ‖狌‖，狌∈Ω，则在犜中珡Ω有一个不动点．

引理３　∫
狓

犪∫
狊

犪
犳（τ）珘ｄ狇τ珘ｄ狇狊＝狇∫

狓

狇
－１
犪

（狓－τ）
（１）

犳（狇τ）珘ｄ狇τ－狇∫
犪

狇
－１
犪

（犪－τ）
（１）

犳（狇τ）珘ｄ狇τ．

证明 　 首先，考虑犪＝０时的情形．由定义２，有：

　∫
狓

０∫
狊

０
犳（τ）珘ｄ狇τ珘ｄ狇狊＝狓（１－狇

２）
∞

犽＝０

狇
２犽

∫
狇
２犽＋１

狓

０
犳（τ）珘ｄ狇τ＝（狓（１－狇

２））２
∞

犽＝０

∞

犿＝０

狇
２犽
狇
２犿＋
犳（狇

２犿＋２犽＋２狓）＝

　　 （狓（１－狇
２））２

∞

犽＝０

∞

犿＝犽

狇
２犽
狇
２犿＋１
犳（狇

２犿＋２狓）＝（狓（１－狇
２））２

∞

犿＝０

犿

犽＝０

狇
２犽
狇
２犿＋１
犳（狇

２犿＋２狓）＝

０９１
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　　 （狓（１－狇
２））２

∞

犿＝０

１－狇
２犿＋２

１－狇
２ 狇

２犿＋１
犳（狇

２犿＋２狓）＝狓（１－狇
２）

∞

犿＝０

（狓－狇
２犿＋２狓）狇

２犿＋１
犳（狇

２犿＋２狓）＝

　　∫
狇狓

０

（狓－τ）犳（τ）珘ｄ狇τ＝狇∫
狓

０

（狓－τ）
（１）

犳（狇τ）珘ｄ狇τ．

其次，考虑犪≠０时的情形．由定义２，并利用犪＝０时的结论有

　∫
狓

犪∫
狊

犪
犳（τ）珘ｄ狇τ珘ｄ狇狊＝∫

狓

０∫
狊

犪
犳（τ）珘ｄ狇τ珘ｄ狇狊－∫

犪

０∫
狊

犪
犳（τ）珘ｄ狇τ珘ｄ狇狊＝∫

狓

０∫
狊

０
犳（τ）珘ｄ狇τ珘ｄ狇狊－∫

狓

０∫
犪

０
犳（τ）珘ｄ狇τ珘ｄ狇狊－

　　∫
犪

０∫
狊

０
犳（τ）珘ｄ狇τ珘ｄ狇狊＋∫

犪

０∫
犪

０
犳（τ）珘ｄ狇τ珘ｄ狇狊＝狇∫

狓

０

（狓－τ）
（１）

犳（狇τ）珘ｄ狇τ－狇∫
犪

０

（犪－τ）
（１）

犳（狇τ）珘ｄ狇τ－

　　（狓－犪）∫
犪

０
犳（τ）珘ｄ狇τ＝狇∫

狓

狇
－１
犪

（狓－τ）
（１）

犳（狇τ）珘ｄ狇τ＋狇∫
狇
－１
犪

０

（狓－τ）
（１）

犳（狇τ）珘ｄ狇τ－

　　狇∫
犪

０

（犪－τ）
（１）

犳（狇τ）珘ｄ狇τ－狇∫
狇
－１
犪

０

（狓－犪）犳（狇τ）珘ｄ狇τ＝

　　狇∫
狓

狇
－１
犪

（狓－τ）
（１）

犳（狇τ）珘ｄ狇τ－狇∫
犪

狇
－１
犪

（犪－τ）
（１）

犳（狇τ）珘ｄ狇τ．

引理４　 假设犓是巴拿赫空间犡 上的一个锥，Δ１和Δ２是巴拿赫空间犡上两个开集，满足０∈Δ１，

珚Δ１ Δ２，则犃在犓 ∩ （珚Δ２＼Δ１）至少有一个不动点，若定义犃∶犓∩ （珚Δ２＼Δ１）→犓是完全连续的，并且

满足下列条件之一：

１）‖犃狓‖ ≤ ‖狓‖，狓∈犓 ∩Δ１ 且 ‖犃狓‖ ≥ ‖狓‖，狓∈犓 ∩Δ２；

２）‖犃狓‖ ≥ ‖狓‖，狓∈犓 ∩Δ１ 且 ‖犃狓‖ ≤ ‖狓‖，狓∈犓 ∩Δ２．

２　 格林函数及存在性定理

引理５　 记犠γ（狋）＝
αγ

ρ
（狋－犪）＋β

γ

ρ
，珨犠δ（狋）＝

αδ狋＋βδ

ρ
．边值问题（３）—（４）的任意解为

　狌（狋）＝∫
犫

狇
－１
犪
犌（狋，τ）犳（狇τ，狌（狇τ））珘ｄ狇τ＋∫

犪

狇
－１
犪
犠γ（狋）（犪－τ）

（１）

犳（狇τ，狌（狇τ））珘ｄ狇τ＋

　　犠δ（狋）∫
犫

犪
犳（τ，狌（τ））珘ｄ狇τ，

其中犌（狋，τ）＝
（犫－τ）

（１）

犠γ（狋）－（狋－τ）
（１）

，犪≤τ≤狋≤犫；

（犫－τ）
（１）

犠γ（狋），０≤狋＜τ≤犫
烅
烄

烆 ．

证明 　－珦犇
２

狌（狋）＝犳（狋，狌（狋）），则狌（狋）＝犆２＋犆１（狋－犪）－狇∫
狋

狇
－１
犪

（狋－τ）
（１）

犳（狇τ，狌（狇τ））珘ｄ狇τ＋

狇∫
犪

狇
－１
犪

（犪－τ）
（１）

犳（狇τ，狌（狇τ））珘ｄ狇τ．由边界条件（４），有：

　α犆２－β犆１＝０， （７）

　γ 犆２＋犆１（犫－犪）－狇∫
犫

狇
－１
犪

（犫－τ）
（１）

犳（狇τ，狌（狇τ））珘ｄ狇［ τ＋

　　狇∫
犪

狇
－１
犪

（犪－τ）
（１）

犳（狇τ，狌（狇τ））珘ｄ狇τ＋δ犆１－∫
犫

犪
犳（τ，狌（τ））珘ｄ狇［ ］］τ ＝０． （８）

解方程（７）—（８），得

　犆１＝［γα狇∫
犫

狇
－１
犪

（犫－τ）
（１）

犳（狇τ，狌（狇τ））珘ｄ狇τ－αγ狇∫
犪

狇
－１
犪

（犪－τ）
（１）

犳（狇τ，狌（狇τ））珘ｄ狇τ＋

　　αδ∫
犫

犪
犳（τ，狌（τ））珘ｄ狇 ］τ ／［γβ＋γα（犫－犪）＋αδ］，

于是有

１９１
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　狌（狋）＝
（狋－犪）

ρ
［γα狇∫

犫

狇
－１
犪

（犫－τ）
（１）

犳（狇τ，狌（狇τ））珘ｄ狇τ－αγ狇∫
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推论１　 边值问题（５）—（６）的解为
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定理１　 假设存在常数犽＞０，使得 犳（狌）－犳（狌）≤犽狌－珔狌 ，狋∈ 犪，［ ］犫 ，狌，珔狌∈犚．如果
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则边值问题（３）—（４）在［犪，犫］上有唯一解．

证明 　 将问题（３）—（４）变换为一个不动点问题，考虑犉∶犆（犪，［ ］犫 ，犚）→犆（犪，［ ］犫 ，犚）．定义

　（犉狌）（狋）＝狇∫
犫

狇
－１
犪
犌（狋，τ）犳（狇τ，狌（狇τ））珘ｄ狇τ＋

　　（１－犠γ（狋））狇∫
犪

狇
－１
犪

（犪－τ）
（１）

犳（狇τ，狌（狇τ））珘ｄ狇τ＋犠δ（狋）∫
犫

犪
犳（τ，狌（τ））珘ｄ狇τ，

显然算子犉的不动点是问题（３）—（４）的解．假设狌，狕∈犆（犪，［ ］犫 ，犚），则对每一个狋∈ 犪，［ ］犫 有
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由条件（１０）知犉是一个压缩映射，因此存在唯一的不动点，即边值问题（３）—（４）有唯一解．

定理２　假设存在一个正常数犕，使得 狆（狋）犵（狌（狋））≤犕，狋∈ ０，［ ］１ ，且狌∈犆（０，［ ］１ ，犚），则问

题（５）—（６）至少有一个解．

证明 　 由推论１，定义犜∶犆（０，［ ］１ ，犚）→犆（０，［ ］１ ，犚），
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首先，证明犜算子是完全连续的．显然，犜算子的连续性依赖于犳的连续性，另外Ω犆（０，［ ］１ ，犚）

是有界的，则对任意的狌∈Ω有 狆（狇τ）犵（狌（狇τ））≤犕，进而有
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由此证明了 ‖（犜狌）（狋）‖ ≤犕２．
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ρ
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∞
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ρ
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∞

狀＝０

狇
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２狀＋２）（１－狇
２）＋１）＝犕３．

所以，对于狋１，狋２∈ ０，［ ］１ ，狋１＜狋２，有 （犜狌）（狋２）－（犜狌）（狋１）≤∫
狋
２

狋
１

珦犇狇（犜狌）（狊）珘ｄ狇狊 ≤犕３（狋２－狋１），由

此证明了犜在 ０，［ ］１ 是连续的．再由ＡｒｚｅｌａＡｓｃｏｌｉ定理知，算子犜∶狌∈犆（０，［ ］１ ，犚）→狌∈犆（０，［ ］１ ，

犚）是完全连续的．

其次，考虑犞＝ 狌∈犡狘狌＝μ犜狌，０＜μ＜｛ ｝１ ，证明犞是有界的．令狌∈犞，有狌＝μ犜狌，０＜μ＜

１，对于任意狋∈ ０，［ ］１ ，狌（狋）≤μ （犜狌）（狋）≤ （犜狌）（狋）＝犕２．因此，对于任意狌∈犞有‖狌‖≤犕２，

所以犞 是有界的．

通过以上证明，再由引理２知，算子犜至少有一个不动点，由此证明了问题（５）—（６）至少有一个解．

引理６　犌１（狋，τ）≤犌１（τ，τ），０≤狋，τ≤１，记犾＝ｍｉｎ βγ

βγ＋αγ
，βγ＋αγ狇
４（βγ＋αγ｛ ｝） ，则当１４≤狋≤

３

４
，

τ≥狋时，犌１（狋，τ）≥犾犌１（τ，τ）．

证明 　狋
珦犇狇犌１（狋，τ）＝（１－τ）

（１）γα

ρ
－１＝（１－狇τ）

γα

ρ
－１≤

γα

ρ
－１＜０，又因犌１（１，τ）＝０，所以

ｍａｘ
狋∈ ０，［ ］１

犌１（狋，τ）＝犌１（τ，τ）＝（１－τ）
（１）βγ＋αγτ

ρ
．当τ＞狋时，

　
犌１（狋，τ）

犌１（τ，τ）
＝
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ρ
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当１
４
≤狋≤

３

４
时，

　
犌１（狋，τ）

犌１（τ，τ）
＝

（１－τ）
（１）βγ＋αγτ

ρ
－（狋－τ）

（１）
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ρ
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γ＋γα狋
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＞

　　

（βγ＋
３

４
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３

４
－狇τ）
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＝
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３

４
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３
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３
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１
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１

４
γα狇τ

（１－狇τ）（βγ＋αγτ）
＞ βγ＋γα狇τ
４（βγ＋αγτ）

＞ βγ＋γα狇
４（βγ＋αγ）

．

所以，当１
４
≤狋≤

３

４
，τ≥狋时，犌１（狋，τ）≥犾犌１（τ，τ）．

记犡＝犆［０，１］，范数‖狌‖＝ ｍａｘ
０≤狋≤１

狌（狋）．定义犃∶犡→犡，犃狌（狋）＝狇∫
１

０
犌１（狋，τ）狆（狇τ）犵（狌（狇τ））珘ｄ狇τ＋

珨犠δ（狋）∫
１

０
狆（τ）犵（狌（τ））珘ｄ狇τ．在犡上定义锥犓，犓＝ 狌∈犡 狌（狋）≥０，ｍｉｎ

１
４
≤狋≤

３
４

狌（狇狋）≥犾‖狌｛ ｝‖ ．

引理７　犃是一个正算子，即犃（犓）犓 时狌∈犓．

证明 　 显然犃狌（狋）≥０，利用引理６得

　 ｍｉｎ
１
４
≤狋≤

３
４

犃狌（狋）＝ ｍｉｎ
１
４
≤狋≤

３
４

（狇∫
１

０
犌１（狋，τ）狆（狇τ）犵（狇τ）珘ｄ狇τ＋珨犠δ（狋）∫

１

０
狆（τ）犵（狌（τ））珘ｄ狇τ）≥

　　犾（狇∫
１

０
犌１（τ，τ）狆（狇τ）犵（狇τ）珘ｄ狇τ＋珨犠δ（狋）∫

１

０
狆（τ）犵（狌（τ））珘ｄ狇τ）≥

　　犾ｍａｘ
０≤狋≤１

（狇∫
１

０
犌１（狋，τ）狆（狇τ）犵（狇τ）珘ｄ狇τ＋珨犠δ（狋）∫

１

０
狆（τ）犵（狌（τ））珘ｄ狇τ）≥犾‖犃狌‖．

定理３　 问题（５）—（６）在超线性和次线性的情况下至少存在一个正解．

证明 　 首先，考虑超线性边值条件．若犵０＝０，则存在ε，满足０＜ε（狇∫
１

０
犌１（τ，τ）狆（狇τ）珘ｄ狇τ＋

珨犠δ（狋）∫
１

０
狆（τ）珘ｄ狇τ）≤１．存在δ１＞０，使当０＜狌≤δ１时，犵（狌）≤ε狌．因此，如果狌∈犓，则由引理６有

犃狌（狋）＝狇∫
１

０
犌１（狋，τ）狆（狇τ）犵（狌（狇τ））珘ｄ狇τ＋珨犠δ（狋）∫

１

０
狆（τ）犵（狌（τ））珘ｄ狇τ≤狇∫

１

０
犌１（τ，τ）狆（狇τ）ε狌（狇τ）珘ｄ狇τ＋

珨犠δ（狋）∫
１

０
狆（τ）ε狌（τ）珘ｄ狇τ≤ ‖狌‖．定义Δ１∶＝ 狌∈犡：‖狌‖ ＜δ｛ ｝１ ，则由式（７）有‖犃狌‖≤‖狌‖，狌∈犓

∩Δ１，又因为犵∞ ＝ ∞，故存在δ
，当狌≥δ

 时，犵（狌）≥μ狌，其中μ满足μ犾（狇∫
３
４

１
４

犌１（
１

２
，τ）狆（狇τ）珘ｄ狇τ＋

珨犠δ（
１

２
）∫

３
４

１
４

狆（τ）珘ｄ狇τ）≥１．令δ２＝ｍａｘ２δ１，δ
／｛ ｝犾 ，且定义Δ２∶＝ 狌∈犡：‖狌‖ ＜δ｛ ｝２ ，则当狌∈犓且

‖狌‖＝δ２ 时，有 ｍｉｎ
１
４
≤狋≤

３
４

狌（狇狋）≥犾‖狌‖ ＞δ
．因此，有

　犃狌（
１

２
）＝狇∫

１

０
犌１（
１

２
，τ）狆（τ）犵（狌（τ））珘ｄ狇τ＋珨犠δ（

１

２
）∫
１

０
狆（τ）犵（狌（τ））珘ｄ狇τ≥

　　μ（狇∫
３
４

１
４

犌１（
１

２
，τ）狆（狇τ）犵（狌（狇τ））珘ｄ狇τ＋珨犠δ（

１

２
）∫

３
４

１
４

狆（τ）犵（狌（τ））珘ｄ狇τ）≥

　　μ犾‖狌‖（狇∫
３
４

１
４

犌１（
１

２
，τ）狆（狇τ）珘ｄ狇τ＋珨犠δ（

１

２
）∫

３
４

１
４

狆（τ）珘ｄ狇τ）≥ ‖狌‖，

由此证明了当狌∈犓 ∩Δ２ 时，‖犃狌‖ ≥ ‖狌‖．
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其次，由不动点定理知，当δ１≤ ‖狌‖≤δ２时，存在狌∈犓∩（Δ２＼Δ１），狌是犃内的不动点．由次线

性条件犵０＝∞ 知，当０＜狌≤δ１ 时，存在δ１′＞０使犳（狌）≥μ′狌，有μ′犾（狇∫
３
４

１
４

犌１（
１

２
，τ）狆（狇τ）珘ｄ狇τ＋

珨犠δ（
１

２
）∫

３
４

１
４

狆（τ）珘ｄ狇τ）≥１．因此，当狌∈犓且 ‖狌‖＝δ１′时，有犃狌（
１

２
）≥ ‖狌‖ 且 ‖犃狌‖ ≥ ‖狌‖，其

中狌∈犓 ∩Δ１′，Δ１′∶＝ 狌∈犡：‖狌‖ ＜δ１｛ ｝′ ．当犵∞ ＝０，存在δ
～

，当狌＞δ
～

时犳（狌）≤ε′狌，有０＜

ε′（狇∫
１

０
犌１（τ，τ）狆（狇τ）珘ｄ狇τ＋珨犠δ（狋）∫

１

０
狆（τ）珘ｄ狇τ）≤１．令δ２′＝ｍａｘ２δ１′，δ

～

／｛ ｝犾 ，Δ′２∶＝｛狌∈犡：‖狌‖＜δ２′｝，

则对于狌∈犓 且 ‖狌‖＝δ２′，有 ｍｉｎ
１
４
≤狋≤

３
４

狌（狇狋）≥犾‖狌‖ ≥δ
～

．

综上，当狌∈犓且‖狌‖＝δ２′时，可得到‖犃狌‖≤‖狌‖，狌∈犓∩Δ２′，由此得出犃有一个不动点．

定理４　 当ｌｉｍ
狌→０
狆（狋）犵（狌（狋））／狌＝０时，问题（５）—（６）至少有一个解．

证明 　 因存在σ ＞０，使得 犕２σ ＜１．由ｌｉｍ
狌→０
狆（狋）犵（狌（狋））／狌＝０知，存在常数狉＞０，使得

狆（狋）犵（狌（狋））≤σ狌 （０＜ 狌 ＜狉）．定义Ω＝ 狌∈犆（０，［ ］１ ，犚）‖狌‖ ＜｛ ｝狉 ，取狌∈犆（０，［ ］１ ，犚）

且有狌∈Ω，则 ‖狌‖＝狉，

　 （犜狌）（狋）≤∫
狋

０

（狋－τ）
（１）

狆（狇τ）犵（狌（狇τ））珘ｄ狇τ＋

　　珨犠γ（狋）∫
１

０

（１－τ）
（１）

狆（狇τ）犵（狌（狇τ））珘ｄ狇τ＋珨犠δ（狋）∫
１

０
狆（τ）犵（狌（τ））珘ｄ狇τ≤犕２σ‖狌‖．

由定理２知算子犜至少有一个不动点，即当ｌｉｍ
狌→０
狆（狋）犵（狌（狋））／狌＝０时，问题（５）—（６）至少有一个解．

参考文献：

［１］　ＥｌＳｈａｂｅｄＭ，ＨａｓｓａｎＨＡ．Ｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆ狇ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＰｒｏｃＡｍｅｒＭａｔｈＳｏｃ，２０１０，１３８：１７３３

１７３８．

［２］　ＹａｎｇＷｅｎｇｕｉ．Ａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓｉｎｖｏｌｖｉｎｇｎｏｎｌｉｎｅａｒｆｒａｃｔｉｏｎａｌ狇ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｍａ

ｌａｙａＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｅｍａｔｉｋ，２０１３，４（１）：１０７１１４．

［３］　ＪａｃｋｓｏｎＦＨ．Ｏｎ狇ｆｕｎｔｉｏｎｓａｎｄａｃｅｒｔａｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｐｅｒａｔｏｒ［Ｊ］．ＴｒａｎｓＲｏｙＳｏｃＥｄｉｎ，１９０８，４６：２５３２８１．

［４］　ＪａｃｋｓｏｎＦＨ．Ｏｎ狇ｄｅｆｉｎｉｔｅｉｎｔｅｇｒａｌｓ［Ｊ］．ＱｕａｒｔＪＰｕｒｅａｎｄＡｐｐｌＭａｔｈ，１９１０，４１：１９３２０３．

［５］　ＳｔｒｏｍｉｎｇｅｒＡ．Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｉｎｂｌａｃｋｈｏｌｅｒａｄｉａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＰｈｙｓＲｅｒＬｅｔｔ，１９９３，７１：３７４３３７４６．

［６］　ＹｏｕｍＤ．狇Ｄｅｆｏｒｍｅｄｃｏｎｆｏｒｍａｌｑｕａｎｔｕｍｍｅｃｈａｎｉｃｓ［Ｊ］．ＰｈｙｓＲｅｖＤ，２０００，６２：０９５００９．

［７］　ＬａｖａｇｎｏＡ，ＳｗａｍｙＮＰ．狇Ｄｅｆｏｒｍｅｄｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓａｎｄｎｏｎｅｘｔｅｎｓｉｖｅｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ：ａｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅｓｔｕｄｙ［Ｊ］．ＰｈｙｓｉｃａＡ：

ＳｔａｔｉｓｔｉｃａｌＭｅｃｈａｎｉｃｓ＆ＩｔｓＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２００２，３０５（１）：３１０３１５．

［８］　ＢｏｏｌｅＧ．ＣａｌｃｕｌｕｓｏｆＦｉｎｉｔｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＣｈｅｌｓｅａＰｕｂｌｉｓｈｉｎｇＣｏｍｐａｎｙ，１９５７．

［９］　ＥｒｎｓｔＴ．Ｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｏｎｇｕｅｓｏｆ狇ｃａｌｃｕｌｕｓ［Ｊ］．ＰｒｏｃＥｓｔＡｃａｄＳｃｉ，２００８，５７（２）：８１９９．

［１０］　ＫａｃＶ，ＣｈｅｕｎｇＰ．ＱｕａｎｔｕｍＣａｌｃｕｌｕｓ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２００２．

［１１］　ＫｏｅｋｏｃｋＲ，ＬｅｓｋｙＰＡ，ＳｗａｒｔｔｏｕｗＲＦ．ＨｙｐｅｒｇｅｏｍｅｔｒｉｃＯｒｔｈｏｇｏｎａｌＰｏｌｙｎｏｍｉａｌｓａｎｄＴｈｅｉｒ狇Ａｎａｌｏｇｕｅｓ［Ｍ］．

Ｂｅｒｌｉｎ：ＳｐｒｉｎｇｅｒＭｏｎｏｇｒａｐｈｓｉｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１０．

［１２］　ＳｍａｒｔＤＲ．ＦｉｘｅｄＰｏｉｎｔＴｈｅｏｒｅｍｓ［Ｍ］．Ｃａｍｂｒｉｄａｇｅ：ＣａｍｂｒｉｄａｇｅＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，１９８０．

５９１


