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一个最佳值为对数的犎犻犾犫犲狉狋型积分不等式

巫伟亮

（嘉应学院 数学学院，广东 梅州５１４０１５）

摘要：运用参量化思想、估算权函数方法及实分析技巧，建立了一个新的核为 ｍｉｎ｛１，狓δλ狔λ｝

１＋狓δλ狔＋ｍａｘ｛１，狓δλ狔λ｝

（λ＞０，δ∈｛１，－１｝）的 Ｈｉｌｂｅｒｔ型积分不等式及其等价形式，并证明了它们的常数因子为最佳值，同时得到

了该不等式的一些应用．
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ｍｉｎ｛１，狓δλ狔λ｝

１＋狓δλ狔＋ｍａｘ｛１，狓δλ狔λ｝
（λ＞０，δ∈｛１，－１｝）ａｎｄｉｔｓｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｆｏｒｍａｒｅｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ．Ｔｈｅｉｒｃｏｎｓｔａｎｔｆａｃｔｏｒ

ｉｓｐｒｏｖｅｄｔｏｂｅｔｈｅｂｅｓｔｖａｌｕｅａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｉｓｇｉｖｅｎ．
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　　 设０＜∫
∞

０
犳
２（狓）ｄ狓＜ ∞，０＜∫

∞

０
犵
２（狔）ｄ狔＜ ∞，Ｈｉｌｂｅｒｔ

［１］建立了如下著名的积分不等式：

　∫
∞

０∫
∞

０

犳（狓）犵（狔）

狓＋狔
ｄ狓ｄ狔＜π［∫

∞

０
犳
２（狓）ｄ狓］

１
２［∫

∞

０
犵
２（狔）ｄ狔］

１
２， （１）

其中常数因子π都是最佳值．近年来，杨必成等对含齐次及非齐次核进行了研究，并对不等式（１）进行了

推广和改进［３６］．２０１２年，巫伟亮
［７］得到了一个含多参数的Ｈｉｌｂｅｔ型积分不等式：

　∫
∞

０∫
∞

０

ｍｉｎ｛狓，狔｝

狓＋狔＋ｍａｘ｛狓，狔｝
犳（狓）犵（狔）ｄ狓ｄ狔＜犮［∫

∞

０
狓犳

２（狓）ｄ狓］
１
２［∫

∞

０
狔犵

２（狔）ｄ狔］
１
２， （２）

其中犮＝２ｌｎ（
３

２
）是式（２）的最佳值．本文在此基础上通过运用参量化思想、估算权函数和实分析的方法

得到一个新的核为

　犽（狓，狔）∶＝
ｍｉｎ｛１，狓δλ狔λ｝

１＋狓
δλ
狔＋ｍａｘ｛１，狓δλ狔λ｝

（下同）

的Ｈｉｌｂｅｒｔ积分不等式及其等价形式，并证明了它们的常数因子是最佳值．
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１　 引理及其证明

引理１　若λ＞０，δ∈｛－１，１｝，定义权函数ωλ，δ（狔）∶＝∫
∞

０
犽（狓，狔）

１

狓
ｄ狓（狔＞０），ωλ，δ（狓）∶＝∫

∞

０
犽（狓，

狔）
１

狔
ｄ狓（狓＞０），则有ωλ，δ（狔）＝ωλ，δ（狓）＝

２

λ
ｌｎ（
３

２
）．

证明 　 令狌＝狓
δλ
狔
λ，有ωλ，δ（狔）＝∫

∞

０
犽（狓，狔）

１

狓
ｄ狓＝

１

λ∫
∞

０

ｍｉｎ｛１，狌｝

１＋狌＋ｍａｘ｛１，狌｝
１

狌
ｄ狌＝

１

λ
·

∫
１

０

１

２＋狌
ｄ狌（ ＋∫

∞

１

狌－１

１＋２狌
ｄ ）狌 ＝２λ ｌｎ（ ）３２ ，所以有ωλ，δ（狔）＝

２

λ
ｌｎ（
３

２
）．同理可证ωλ，δ（狓）＝

２

λ
ｌｎ（
３

２
）．

引理２　 若狆＞１，
１

狆
＋
１

狇
＝１，λ＞０，δ∈｛－１，１｝，犳（狓）≥０，则有

　犑∶＝∫
∞

０
狔
－１［∫

∞

０
犽（狓，狔）犳（狓）ｄ狓］狆ｄ狔≤

２

λ
ｌｎ（
３

２（ ））
狆

∫
∞

０
狓狆－１犳

狆（狓）ｄ狓． （４）

证明 　 由 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式
［８］，有

　∫
∞

０
犽（狓，狔）犳（狓）ｄ狓＝∫

∞

０
犽（狓，狔）［

狓１
／狇

狔
１／狆犳（狓）］［

狔１
／狆

狓１
／狇
］ｄ狓≤∫

∞

０
犽（狓，狔）

狓狆－１

狔
犳
狆（狓）ｄ（ ）狓

１／狆

·

　　∫
∞

０
犽（狓，狔）

狔狇－１

狓
ｄ（ ）狓

１／狇

＝狔
１／狆 ［ωλ，δ（狔）］

１／狇

∫
∞

０
犽（狓，狔）

狓狆－１

狔
犳
狆（狓）ｄ（ ）狓

１／狆

． （５）

根据引理１的计算结果，应用交换积分变换的Ｆｕｂｉｎｉ定理
［９］，有

　犑≤
２

λ
ｌｎ（
３

２（ ））
狆－１

∫
∞

０∫
∞

０
犽（狓，狔）

狓狆－１

狔
犳
狆（狓）ｄ狓ｄ狔＝

２

λ
ｌｎ（
３

２（ ））
狆－１

∫
∞

０
ωλ，δ（狓）狓

狆－１
犳
狆（狓）ｄ狓，

故式（４）成立．证毕．

２　 主要结果及其证明

定理１　 若狆＞１，
１

狆
＋
１

狇
＝１，λ＞０，δ∈｛－１，１｝，犳（狓），犵（狔）≥０，且０＜∫

∞

０
狓狆－１犳

狆（狓）ｄ狓＜∞，

０＜∫
∞

０
狔
狇－１
犵
狇（狔）ｄ狔＜ ∞，则有如下的等价不等式：

　犐∶＝∫
∞

０∫
∞

０
犽（狓，狔）犳（狓）犵（狔）ｄ狓ｄ狔＜

２

λ
ｌｎ（
３

２
）∫

∞

０
狓狆－１犳

狆（狓）ｄ（ ）狓
１／狆

∫
∞

０
狔
狇－１
犵
狇（狔）ｄ（ ）狔

１／狇

， （６）

　犑＝∫
∞

０
狔
－１［∫

∞

０
犽（狓，狔）犳（狓）ｄ狓］狆ｄ狔＜

２

λ
ｌｎ（
３

２（ ））
狆

∫
∞

０
狓狆－１犳

狆（狓）ｄ狓． （７）

证明 　 若有狔＞０，使式（５）取等号，则有不全为０的常数犃，犅（不妨设犃≠０），使得犃
狓狆－１

狔
犳
狆（狓）＝

犅
狔狇－１

狓
ａ．ｅ．于（０，∞）．若犃＝０，则犅＝０．故不妨设犃≠０，有狓

狆－１
犳
狆（狓）＝狔狇

犅
犃狓
ａ．ｅ．于（０，∞）．这与

０＜∫
∞

０
狓狆－１犳

狆（狓）ｄ狓＜ ∞ 矛盾，因而式（５）取严格不等号．式（４）亦然，故式（７）成立．

由 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式
［８］，有

　犐＝∫
∞

０

［狔
－１／狆

∫
∞

０
犽（狓，狔）犳（狓）ｄ狓］［狔

１／狆
犵（狔）］ｄ狔≤犑

１／狆

∫
∞

０
狔
狇－１
犵
狇（狔）ｄ（ ）狔

１／狇

． （８）

于是由式（７）可得式（６）．另一方面，令犵（狔）∶＝狔
－１［∫

∞

０
犽（狓，狔）犳（狓）ｄ狓］狆

－１，则犑＝∫
∞

０
狔
狇－１
犵
狇（狔）ｄ狔，再由

式（４）有犑＜ ∞．若犑＝０，则式（７）自然成立；若犑＞０，则由式（６）有：

　０＜∫
∞

０
狔
狇－１
犵
狇（狔）ｄ狔＝犑＝犐＜

２

λ
ｌｎ（
３

２
）∫

∞

０
狓狆－１犳

狆（狓）ｄ（ ）狓
１／狆

∫
∞

０
狔
狇－１
犵
狇（狔）ｄ（ ）狔

１／狇

，

０３１
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　犑
１／狆＝∫

∞

０
狔
狇－１
犵
狇（狔）ｄ（ ）狔

１／狆

＜
２

λ
ｌｎ（
３

２
）∫

∞

０
狓狆－１犳

狆（狓）ｄ（ ）狓
１／狆

． （９）

将式（９）两边狆次方，可得式（７），且它与式（６）等价，证毕．

定理２　 在定理１的条件下，式（６）与式（７）的常数因子
２

λ
ｌｎ（
３

２
）及 ２

λ
ｌｎ（
３

２（ ））
狆

都是最佳值．

证明 　 任意给定ε＞０，犈δ∶＝｛狓＞０；狓
δ
≤１｝，设

　珟犳（狓）∶＝
狓δε

／狆－１，狓∈犈δ；

０，狓∈犚＋＼犈δ
烅
烄

烆 ．
　珟犵（狔）∶＝

０，狔∈（０，１）；

狔
－ε／狇－１，狔∈［１，∞）

烅
烄

烆 ．

则可算得珟犑∶＝∫
∞

０
狓狆－１珟犳

狆（狓）ｄ（ ）狓
１／狆

∫
∞

０
狔
狇－１珟犵

狇（狔）ｄ（ ）狔
１／狇

＝
１

ε
．由交换积分次序的Ｆｕｂｉｎｉ定理，可得

　珘犐∶＝∫
∞

０∫
∞

０
犽（狓，狔）珟犳（狓）珟犵（狔）ｄ狓ｄ狔＝∫

∞

１
狔
－ε／狇－１［∫犈

δ

犽（狓，狔）狓δε
／狆－１ｄ狓］ｄ狔 ＝

狌＝狓
λδ
狔
λ

　　
１

λ∫
∞

１
狔
－ε－１［∫

狔
λ

０

ｍｉｎ｛１，狌｝

１＋狌＋ｍａｘ｛１，狌｝
狌ε
／λ狆－１ｄ狌］ｄ狔＝

　　
１

λ∫
∞

１
狔
－ε－１［∫

１

０

狌ε
／λ狆

２＋狌
ｄ狌］ｄ狔＋∫

∞

１
狔
－ε－１［∫

狔
λ

１

狌ε
／λ狆－１

１＋２狌
ｄ狌］ｄ｛ ｝狔 ＝

　　
１

λ

１

ε∫
１

０

狌ε
／λ狆

２＋狌
ｄ狌＋∫

∞

１∫
∞

狌
１／λ
狔
－ε－１ｄ（ ）狔 狌

ε／λ狆－１

１＋２狌
ｄ［ ］狌 ＝１λε∫

１

０

狌ε
／λ狆

２＋狌
ｄ狌＋∫

∞

１

狌－ε
／λ狇－１

１＋２狌
ｄ［ ］狌 ．

若存在正数犽≤
２

λ
ｌｎ（
３

２
），使其取代式（６）的常数因子

２

λ
ｌｎ（
３

２
）后仍成立，则代入珘犳和珘犵，由上面的结果得

　
１

λ
［∫
１

０

狌ε
／λ狆

２＋狌
ｄ狌＋∫

∞

１

狌－ε
／λ狇－１

１＋２狌
ｄ狌］＝ε犐

～

＜ε犽犑
～

＝犽． （１０）

由Ｆａｔｏｕ引理
［９］、式（１０）及极限的保号性，得

　
２

λ
ｌｎ（
３

２
）＝
１

λ
［∫
１

０
ｌｉｍ
ε→０

＋

狌ε
／λ狆

２＋狌
ｄ狌＋∫

∞

１
ｌｉｍ
ε→０

＋

狌－ε
／λ狇－１

１＋２狌
ｄ狌］≤

１

λ
ｌｉｍ
ε→０

＋

［∫
１

０

狌ε
／λ狆

２＋狌
ｄ狌＋∫

∞

１

狌－ελ
／狇－１

１＋２狌
ｄ狌］≤犽，

故犽＝
２

λ
ｌｎ（
３

２
）必为式（６）的最佳值，式（７）的常数因子

２

λ
ｌｎ（
３

２（ ））
狆

必为最佳值．不然，由式（８）必导出

式（６）的常数因子也不为最佳值，矛盾．证毕．

注１　 在式（６）中，取δ＝－１，狆＝狇＝２，λ＝１，得式（２），可见式（６）是式（２）的最佳推广．

注２　 在式（６）、（７）中，取δ＝１，狆＝狇＝２，λ＝１，可得到一个新的具有最佳常数因子的非齐次核

Ｈｉｌｂｅｒｔ型积分不等式及其等价形式：

　∫
∞

０∫
∞

０

｛１，狓狔｝

１＋狓狔＋ｍｉｎ｛１，狓狔｝
犳（狓）犵（狔）ｄ狓ｄ狔＜２ｌｎ（

３

２
）∫

∞

０
狓犳

２（狓）ｄ（ ）狓
１／２

∫
∞

０
狔犵

２（狔）ｄ（ ）狔
１／２

， （１１）

　犑＝∫
∞

０
狔
－１［∫

∞

０

ｍｉｎ｛１，狓狔｝

１`＋狓狔＋ｍａｘ｛１，狓狔｝
犳（狓）ｄ狓］狆ｄ狔＜４ｌｎ（

３

２（ ））
２

∫
∞

０
狓犳

２（狓）ｄ狓． （１２）
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