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四阶椭圆方程非平凡解的多重性

刘春晗，　王建国

（齐鲁师范学院 数学学院，山东 济南２５００１３）

摘要：在非共振的情况下讨论了一类不满足ＡｍｂｒｏｓｅｔｔｉＲａｂｉｎｏｗｉｔｚ型增长条件的四阶椭圆方程．首先，证明

泛函Φ满足（ＰＳ）条件．其次，证明泛函Φ满足山路引理的其他条件．最后，利用 Ｍｏｒｓｅ理论和山路引理获得了

方程的３个非平凡解．
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０　引言

　　本文考虑方程

　
Δ
２狌＋犫Δ狌＝犵（狓，狌），狓∈Ω；

狌＝Δ狌＝０，狓∈Ω
烅
烄

烆 ．
（１）　

其中Δ
２是双调和算子，犫为常数，Ω犚

犖 是有界的光滑区域，犵（狓，狌）在珡Ω×犚上连续．近年来很多学

者对此类问题做了研究，例如：文献［１］的作者利用山路引理讨论了方程
Δ
２狌＝犵（狓，狌），狓∈Ω；

狌＝Δ狌＝０，狓∈Ω
烅
烄

烆 ，
得到

了方程至少存在１个非平凡解的结果；文献［２］对方程（１）进行了研究，并在以下条件下得到了方程的

非平凡解：ｌｉｍ
狋→０

犵（狓，狋）

狋
＝μ，ｌｉｍ

狋 →∞

犵（狓，狋）

狋
＝犾，对ａ．ｅ．狓∈Ω一致，并且满足０≤μ＜λ１（λ１－犮）＜犾＜

＋∞，其中λ１是与后面给出的特征值问题（２）相对应的特征值．本文利用山路引理和Ｍｏｒｓｅ理论研究方

程（１），获得了方程至少存在３个非平凡解的结果，而文献［１２］只得到了方程至少存在１个非平凡解的



延边大学学报（自然科学版） 第４１卷 　

结果，因此本文的研究拓展了文献［１２］的研究结果．

为后续讨论需要，首先给出如下假设条件：

（Ｈ１）ｌｉｍ
狌→０

犵（狓，狌）

狌
＝α＜λ１（λ１－犫），λ犽（λ犽－犫）≤ｌｉｍｉｎｆ

狌 →∞

犵（狓，狌）

狌
≤ｌｉｍｓｕｐ

狌 →∞

犵（狓，狌）

狌
≤λ犽＋１（λ犽＋１－犫），

对ａ．ｅ．狓∈Ω一致，其中λ犽（犽≥２）是后面给出的特征值问题（２）相对应的特征值；

（Ｈ２）若当 狌狀 → ∞ 时，有
狌犽狀
狌狀

→１，则存在σ１，犖１ ＞０使得

　∫Ω

（犵（狓，狌狀）－λ犽（λ犽－犫）狌狀）狌
犽
狀ｄ狓≥σ１，狀≥犖１，狓∈Ω；

（Ｈ３）若当 狌狀 → ∞ 时，有
狌犽＋１狀
狌狀

→１，则存在σ２，犖２ ＞０使得

　∫Ω

（λ犽＋１（λ犽＋１－犫）狌狀－犵（狓，狌狀））狌
犽＋１
狀 ｄ狓≥σ２，狀≥犖２，狓∈Ω；

（Ｈ４）犵（狓，０）＝０，狓∈Ω．

注１　 容易看出条件（Ｈ１）要弱于文献［２］中的条件（Ｈ２）．

首先考虑特征值问题

　
－Δ狌＝λ狌，狓∈Ω；

狌＝０，狓∈Ω
烅
烄

烆 ．
（２）

记λ犽（犽∈犖）与φ犽（犽∈犖）分别是特征值问题（２）的特征值及相应的特征函数，且满足０＜λ１ ≤λ２ ≤

λ３ ≤ … ≤λ犽 → ＋∞，第一特征向量φ１ ＞０，对狓∈Ω．下面考虑特征值问题

　
Δ
２狌＋犫Δ狌＝Λ狌，狓∈Ω；

狌＝Δ狌＝０，狓∈Ω
烅
烄

烆 ．
（３）

易得出λ犽（λ犽－犫）（犽∈犖）以及特征向量φ犽（犽∈犖）满足特征值问题（３），即λ犽（λ犽－犫）是问题（３）的特

征值．

假设犫＜λ１，定义空间犎中的范数为 狌
２
＝∫Ω

（Δ狌
２
－犫 !狌 ２）ｄ狓．可以证明 · 是空间犎中的

一个等价范数，并且Ｐｉｏｎｃａｒé不等式成立，即

　 狌 ２
≥λ１（λ１－犫）狌

２
犔
２， （４）

对任意的狌∈犎．空间犎可分解为犎＝犈
－
犻 犈

犻
犈

犻＋１
犈

＋
犻，其中犈

犻
＝ｋｅｒ（Δ

２
＋犫Δ－λ犻（λ犻－犫）），犈

－
犻 ＝


犼＜犻
犈犼，犈＋犻 ＝ 

犼＞犻＋１
犈犼，并且对任意的狌∈犎，有狌＝狌

－
＋狌

犻
＋狌

犻＋１
＋狌

＋，狌±∈犈
±
犻，狌

犻
∈犈

犻，狌犻＋１ ∈犈
犻＋１．

问题（１）的弱解就是泛函Φ（狌）＝
１

２∫Ω

（Δ狌
２
－犫 !狌 ２）ｄ狓－∫Ω

犌（狓，狌）ｄ狓，狌∈犎 的临界点，其

中犌（狓，狌）＝∫
狌

０
犵（狓，狋）ｄ狋．对于任意的φ∈犎，有〈Φ′（狌），φ〉＝∫Ω

（Δ狌Δφ－犫!狌!φ）ｄ狓－∫Ω
犵（狓，狌）φｄ狓．

引入下面的截断问题：

　
Δ
２狌＋犫Δ狌＝犵

＋ （狓，狌），狓∈Ω；

狌＝Δ狌＝０，狓∈Ω
烅
烄

烆 ．
（５）

其中犵
＋ （狓，狌）＝

犵（狓，狌），狌≥０；

０，狌＜０
烅
烄

烆 ．
定义问题（５）的能量泛函Φ＋∶犎 →犚为

　Φ
＋ （狌）＝

１

２∫Ω

（Δ狌
２
－犫 !狌 ２）ｄ狓－∫Ω

犌＋ （狓，狌）ｄ狓，狌∈犎，

其中犌＋（狓，狌）＝∫
狌

０
犵
＋（狓，狋）ｄ狋．可以证明Φ＋（狌）∈犆

１（犎，犚）．如果狌是Φ＋（狌）的临界点，则狌是问题（５）

的一个弱解，并且可证狌≥０ａ．ｅ．狓∈Ω，而且狌也是方程（１）的１个正解，即Φ（狌）＝Φ
＋ （狌）．

２１１
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类似地，可以定义

　
Δ
２狌＋犫Δ狌＝犵

－ （狓，狌），狓∈Ω；

狌＝Δ狌＝０，狓∈Ω
烅
烄

烆 ．
（６）

其中犵
－ （狓，狌）＝

犵（狓，狌），狌≤０；

０，狌＞０
烅
烄

烆 ．
定义问题（６）的能量泛函为Φ－ （狌）＝

１

２∫Ω

（Δ狌
２
－犫 !狌 ２）ｄ狓－

∫Ω
犌－ （狓，狌）ｄ狓，狌∈犎，其中犌

－ （狓，狌）＝∫
狌

０
犵
－ （狓，狋）ｄ狋．可以证明Φ－ （狌）∈犆

１（犎，犚）．如果狌是Φ－ （狌）

的非平凡临界点，则狌也是方程（１）的１个负解，即Φ（狌）＝Φ－ （狌）．

以下给出临界群和 Ｍｏｒｓｅ理论的相关知识
［３４］．

设犎是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，泛函Φ（狌）∈犆
２（犎，犚）满足（ＰＳ）条件或（Ｃ）条件，用犎狇（犎，犢）表示具有整

系数的狇阶奇异相对同调群．设ν０ 是Φ的孤立临界点，且Φ（ν０）＝犮∈犚．记Φ
犮
＝｛ν∈犎狘Φ（ν）≤犮｝，

犓＝｛ν∈犎狘Φ′（ν）＝θ｝．称群犆狇（Φ，ν）＝犎狇（Φ
犮，Φ

犮
＼｛ν０｝），狇∈犣为Φ在ν０处的狇阶临界群．若设犓是

有限集，称犆狇（Φ，∞）＝犎狇（犎，Φ
犮），狇∈犣为Φ在无穷远点处的临界群，其中犮＜ｉｎｆΦ（犓）．

定义１
［３］
　设Φ∈犆

１（犈，犚），称Φ关于每一个犮∈犚满足（ＰＳ）ｃ条件，若满足条件Φ（狌狀）→犮，Φ′（狌狀）→０

（狀→∞）的任意数列 狌｛ ｝狀 均有收敛子列；称Φ满足（ＰＳ）条件，如果称Φ关于每一个犮∈犚满足（ＰＳ）ｃ条

件．

定义２
［３］
　 设Φ∈犆

１（犈，犚），称Φ关于每一个犮∈犚满足（Ｃ）ｃ条件，若满足条件Φ（狌狀）→犮，（１＋

狌狀 ）Φ′（狌狀）→０（狀→∞）的任意数列 狌｛ ｝狀 均有收敛子列；称Φ满足（Ｃ）条件，如果称Φ关于每一个犮∈

犚满足（Ｃ）ｃ条件．

引理１　 如果犵（狓，狌）∈珡Ω×犚满足假设条件（Ｈ１），且对于任意的狌＜０，有犵（狓，狌）＝０，则泛函

Φ（狌）满足（ＰＳ）条件．

引理１的证明过程类似于文献［５］中Ｌｅｍｍａ３．２的证明，故略．同理可得：

引理２　 如果犵（狓，狌）∈珡Ω×犚满足假设条件（Ｈ１），且对于任意的狌＞０，有犵（狓，狌）＝０，则泛函

Φ（狌）满足（ＰＳ）条件．

引理３　 设犎＝犎＋
犎

－，犎＋
＝犈

－
犽 犈

犽，犎－
＝犈

犽＋１
犈

＋
犽，则：

　 狌 ２
≤λ犽（λ犽－犫）狌

２
２，狌∈犎

＋；狌 ２
≥λ犽＋１（λ犽＋１－犫）狌

２
２，狌∈犎

－．

引理３的证明过程类似于文献［６］中Ｌｅｍｍａ２．５的证明，故略．

定理１
［３］
　（山路引理）假设Φ∈犆

１（犈，犚）满足 ｍａｘ｛Φ（０），Φ（１）｝≤α＜β≤ ｉｎｆ
狌 ＝ρ
Φ（狌），对某一

α０ ＜β０，ρ＞０且狌１∈犈，狌１ ＞ρ．令Γ＝ ｛γ∈犆（［０，１］，犈）：γ（０）＝０，γ（１）＝狌１｝，且犮＝ｉｎｆ
γ∈Γ
ｍａｘ
τ∈［０，１］

Φ（γ（τ）），

则犮≥β０ ＞０．若Φ满足（ＰＳ）条件，则犮是Φ 的临界点．

注２　 在定理１中，若把条件换成Φ满足（Ｃ）条件，结论依然成立．

定理２
［７］
　设犎＝犎

＋
犎

－，若Φ在犎＋上是下方有界，且当 狌 →∞时，Φ（狌）→－∞，狌∈犎
－，

犽＝ｄｉｍ犎
－
＜ ∞，则犆犽（Φ，∞）０．

１　 主要结果及其证明

定理３　 如果犵（狓，狌）满足假设条件（Ｈ１）—（Ｈ４），且犫＜λ１，则方程（１）至少存在３个非平凡解．

证明 　 首先证明泛函Φ满足（Ｃ）条件，为此只需证明 狌｛ ｝狀 在犎 上是有界即可．假设狌狀 满足

　（１＋ 狌狀 ）Φ′（狌狀）→０，Φ（狌狀）→犮． （７）

设 狌狀 → ＋∞，令狑狀＝
狌狀
狌狀
，则 狑狀 ＝１，因此，存在 狑｛ ｝狀 的子列（可仍记为 狑｛ ｝狀 ）及狑∈犎 满足

　狑狀狑于犎，狑狀 →狑于犔
２（Ω），狑狀 →狑ａ．ｅ．狓∈Ω． （８）

３１１
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由（Ｈ１）可知，存在常数犆及犚１ 使得

　 犵（狓，狋）≤犆（１＋ 狋 ），狋 ≥犚１，狓∈Ω． （９）

从而，对于充分大的狀，有
犵（狓，狌狀）

狌狀
≤犆（１＋ 狑狀 ）ａ．ｅ．狓∈Ω．于是，｛犵（狓，狌狀）／狌狀 ｝在犔

２（Ω）上

有界．

由式（７）可得，对任意的φ∈犎，有

　∫Ω

（Δ狑狀Δφ－犫!狑狀 !φ）ｄ狓－∫Ω

犵（狓，狌狀）

狌狀
φｄ狓 ＝

〈Φ′（狌狀），φ〉

狌狀
≤

　　
１

狌狀
Φ′（狌狀） φ →０． （１０）

由式（８）—（１０）及（Ｈ１）可知，存在狉∈犔
２（Ω）满足λ犽（λ犽－犫）≤狉（狓）≤λ犽＋１（λ犽＋１－犫）ａ．ｅ．狓∈Ω，使

得在犎 中有
犵（狓，狌狀）

狌狀
狉狑．所以，对于任意的φ∈犎，有

　∫Ω

（Δ狑Δφ－犫!狑 !φ）ｄ狓＝∫Ω
狉（狓）狑φｄ狓， （１１）

因此狑∈犎 是方程Δ
２狑＋犫Δ狑＝狉狑 的弱解．

由最大值原理及唯一连续性性质可得狉＝λ犽（λ犽－犫），狑∈犈
犽或者狉＝λ犽＋１（λ犽＋１－犫），狑∈犈

犽＋１，并

且 狌
犽
狀

狌狀
→１，或者

狌犽＋１狀
狌狀

→１．由式（７）可得∫Ω

（犵（狓，狌狀）－λ犽（λ犽 －犫）狌狀）狌
犽
狀ｄ狓＝－（Φ′（狌狀），狌

犽
狀）≤

狌狀 Φ′（狌狀）→０，狀→ ∞，这与（Ｈ２）矛盾．同理可得∫Ω

（λ犽＋１（λ犽＋１－犫）狌狀－犵（狓，狌狀））狌
犽
狀ｄ狓→０，狀→

∞，这与（Ｈ３）矛盾，从而 狌｛ ｝狀 在犎 上是有界的．于是 狌｛ ｝狀 在犎 中存在弱收敛的子列，不妨仍记为 狌｛ ｝狀 ，

弱极限可记为狌．容易看出在犔２（Ω）中狌狀→狌，再由式（７）可得 狌狀－狌犿 ＝∫Ω
犵（狓，狌狀－狌犿）（狌狀－狌犿）ｄ狓＋

狅（１）狌狀－狌犿 ．当狀，犿→∞时，有∫Ω
犵（狓，狌狀－狌犿）（狌狀－狌犿）ｄ狓 ≤ 犵（狓，狌狀－狌犿）２ 狌狀－狌犿 ２，因

此在犎 上 狌｛ ｝狀 强收敛到狌，即Φ满足（Ｃ）条件．

设犎＝犎
＋
犎

－，犎＋
＝犈

－
犽 犈

犽，犎－
＝犈

犽＋１
犈

＋
犽．利用引理３，类似于文献［８］中引理１的证明方

法可证得泛函Φ在犎
－上是下方有界的，在犎＋上反强制，即当 狌狀 →＋∞，有Φ（狌）→－∞，狌∈犎

＋．

再由定理２可知

　犮μ（Φ，∞）０，μ＝ｄｉｍ犎
＋． （１２）

另外，由于α＜λ１（λ１－犫），θ是Φ 的局部最小值点，所以

　犮狇（Φ，０）＝δ狇０犣． （１３）

由式（１２）和（１３）可知，Φ有非平凡临界点狌１ 满足

　犮μ（Φ，狌１）０． （１４）

由引理１和引理２可知Φ
＋ （狌）和Φ－ （狌）都满足（ＰＳ）条件．下面证明Φ＋ （狌）满足山路引理的其他

条件，对于Φ－ （狌）可类似地得到证明．由假设条件（Ｈ１）—（Ｈ４）可知，对 ε＞０，选取σ∈（２，σ
），则

存在犆１ ＞０，使得犌
＋ （狓，狌）≤

１

２
（α＋ε）狌

２
＋犆１狌

σ，这里σ ＝

２犖
犖－２

，犖 ＞２；

＋∞，犖 ≤２

烅

烄

烆 ．

取充分小的ε＞０，使

得α＋ε＜λ１（λ１－犫），由Ｐｉｏｎｃａｒé不等式和Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入定理，有

　Φ
＋ （狌）＝

１

２∫Ω

（Δ狌
２
－犫 !狌 ２）ｄ狓－∫Ω

犌＋ （狓，狌）ｄ狓≥
１

２
狌 ２

－
α＋ε
２

狌 ２
２－犆１ 狌

σ
σ ≥

　　
１

２
（１－

α＋ε
λ１（λ１－犫）

）狌 ２
－犆２ 狌

σ．

４１１
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取充分小的 狌 ＝狉＞０，可得Φ
＋
狘犅狉 ≥犪＞０，其中犅狉＝｛狌∈犎：狌 ≤狉｝．由（Ｈ１）可知，对于 ε＞

０，存在犆３ ＞０，使得犌
＋ （狓，狌）≥

１

２
（λ犽（λ犽－犫）－ε）狌

２
－犆３．取ε＞０充分小，使得λ犽（λ犽－犫）－ε＞

λ１（λ１－犫），则有Φ
＋ （狌）＝

１

２∫Ω

（Δ狌
２
－犫 !狌 ２）ｄ狓－∫Ω

犌＋ （狓，狌）ｄ狓≤
１

２
狌 ２
－
λ犽（λ犽－犫）－ε

２
狌 ２

２＋

犆３ Ω ．设狌＝狋φ１，这里φ１ 是特征值λ１ 的特征函数，φ１ ＝１，有

　Φ（狋φ１）≤
１

２
（１－

λ犽（λ犽－犫）－ε
λ１（λ１－犫）

）狋２ φ１
２
＋犆３ Ω → －∞，狋→ ∞，

则存在某一个犲∈犎，犲 ＞狉，使得Φ
＋（犲）≤０．综上可知，Φ

＋（狌）满足定理１的所有条件，故Φ＋（狌）存

在非平凡的临界点狌２，且狌２ ＞０．利用文献［３］中的结论可得

　犆狇（Φ，狌２）δ狇１犣． （１５）

类似地，可以证明Φ－ （狌）满足定理１的所有条件，从而获得Φ的另一个负的临界点狌３，且满足

　犆狇（Φ，狌３）＝δ狇１犣． （１６）

最后，由式（１４）—（１６）和μ≥犽＞２，知狌１，狌２，狌３ 是方程（１）的３个不同的非平凡解．
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