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分形布朗运动驱动的犖犪狏犻犲狉犛狋狅犽犲狊
方程的渐近行为

韩英豪，　张磊，　杨永芳，　胡晓雪

（辽宁师范大学 数学学院，辽宁 大连１１６０２９）

摘要：在具有光滑边界犗的有界区域犗∈犚
２上考虑了如下由Ｈｕｒｓｔ参数为犺∈（

１

２
，１）的分形布朗运动驱动

的非自治ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的长时间动力行为

　
ｄ狌
ｄ狋
＋（狌·）狌－υΔ狌＋狆＝犳（狓，狋）＋

ｄ犅犺（狋）

ｄ狋
．

在适当的条件下，应用先验估计方法证明了由上述方程生成的随机动力系统的随机吸引子的存在性．
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犃犫狊狋狉犪犮狋：Ｏｎａｂｏｕｎｄｅｄｄｏｍａｉｎ犗∈犚
２ｗｉｔｈａｓｍｏｏｔｈｂｏｕｎｄａｒｙ犗，ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｌｏｎｇｔｉｍｅｄｙｎａｍｉｃｂｅｈａｖｉｏｒ

ｏｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｎｏｎａｕｔｏｎｏｍｏｕｓＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓｅｑｕａｔｉｏｎｄｒｉｖｅｎｂｙｆｒａｃｔｉｏｎａｌＢｒｏｗｎｉａｎｍｏｔｉｏｎｗｉｔｈＨｕｒｓｔｐａ

ｒａｍｅｔｅｒ犺∈（
１

２
，１）：

ｄ狌
ｄ狋
＋（狌·）狌－υΔ狌＋狆＝犳（狓，狋）＋

ｄ犅犺（狋）

ｄ狋
．Ｕｎｄｅｒｓｕｉｔａｂｌｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ，ｗｅｕｓｅｔｈｅ

ｕｎｉｆｏｒｍｅｓｔｉｍａｔｅｓｍｅｔｈｏｄｔｏｐｒｏｖｅｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｔｈｅｒａｎｄｏｍｐｕｌｌｂａｃｋａｔｔｒａｃｔｏｒｆｏｒｔｈｅｒａｎｄｏｍｄｙｎａｍｉｃａｌ

ｓｙｓｔｅｍｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙａｂｏｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ｆｒａｃｔｉｏｎａｌＢｒｏｗｎｉａｎｍｏｔｉｏｎ；ｒａｎｄｏｍｐｕｌｌｂａｃｋａｔｔｒａｃｔｉｏｎ；ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓｅｑｕａｔｉｏｎ

０　引言

设犗为在犚２上具有光滑边界犗的有界区域，本文在犗上研究如下不可压缩流体的由分形布朗运动

驱动的非自治ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程

　

ｄ狌
ｄ狋
＋（狌·）狌－υΔ狌＋狆＝犳＋

ｄ犅犺（狋）

ｄ狋
，狓∈犗，狋＞０；

·狌＝０，狓∈犗，狋＞０；

狌（狋，狓）＝０，狓∈犗，狋≥０；狌（０，狓）＝狌０（狓），狓∈犗

烅

烄

烆 ．

（１）



延边大学学报（自然科学版） 第４１卷　

其中随机项犅犺为Ｈｕｔｓｔ参数为犺∈（
１

２
，１）的无穷维分形布朗运动，犳为一个零散度时间依赖的确定性

迫力项，υ为流体的黏度．

众所周知，ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程在流体力学中扮演着十分重要的角色．近年来随着随机方程理论的

深入研究，很多学者开始研究由随机迫力项扰动的ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程．如：Ｆ．Ｆｌａｎｄｏｌｉ在文献［１］中研

究了 Ｗｉｅｎｅｒ过程驱动的随机ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的耗散性和不变测度的存在性；Ｔ．Ｃａｒａｂａｌｌｏ等在文献

［２］中研究了在无界区域上由 Ｗｉｅｎｅｒ过程驱动的随机ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的拉回吸引子的存在性．然

而，很多随机现象并不满足Ｗｉｅｎｅｒ过程所具有的那些苛刻条件，即很多随机现象不是鞅，在互不相交的

时间区间上的增量不是相互独立的．近年来由分形布朗运动（以下简记为ｆＢｍ）所驱动的随机微分方程

理论得到了蓬勃发展，一些学者尝试着研究由ｆＢｍ驱动的随机微分方程的动力行为
［３］．但是，研究这些

问题的共同难点在于ｆＢｍ不具有半鞅性，因而不能直接应用Ｉｔ^ｏ随机积分理论，必须引入独特的随机积

分．另外，由于ｆＢｍ不是 Ｍａｒｋｏｖ过程，因此研究ｆＢｍ所驱动的随机微分方程的动力行为时不能套用研

究 Ｗｉｅｎｅｒ过程时所使用的一些分析方法，必须重新建立由ｆＢｍ所驱动的随机微分方程的相关动力系

统．本文借用Ｓ．Ｇ．Ｓａｍｋｏ等在文献［４］中引进的分形积分的概念及其相关分析工具，研究由无穷维

ｆＢｍ驱动的随机ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的拉回吸引子的存在性．

１　预备知识

用犞记光滑函数空间｛＝（１，２）∈（犆
∞
０ （犗））

２：在犗上＝０，·＝０｝，用犎记集合犞在Ｈｉｌｂｅｒｔ

空间（犔２（犗））２上的闭包，犎的范数和内积分别用 · 和〈·，·〉来记，并用犞来记集合犞在二维Ｓｏｖｏｌｅｖ空

间（犎１
０（犗））

２ 上的闭包．在犞 上赋予内积

　〈狌，狏〉犞∶＝
２

犻，犼＝１

〈狌犻
狓犼
，狏犻
狓犼
〉，

则犞构成一个Ｈｉｌｂｅｒｔ空间．用犞′来记犞的对偶空间，用犔（Χ，犢）来记从线性空间Χ到线性空间犢的所

有有界线性变换构成的空间，用犘来记从（犔２（犗））２ 到犎 的正交投影．

定义自伴的无界线性算子犃狌＝－犘Δ狌，狌∈犇（犃），其中犃在犎 的定义域为犇（犃）＝犎
２（犗）２∩犞，

则犃∈犔（犞，犞′），并且〈犃狌，狏〉＝〈狌，犃狏〉＝〈狌，狏〉犞，狌，狏∈犞．因为算子犃的逆为紧，由Ｈｉｌｂｅｒｔ理论可

知，存在特征向量组｛犲犻｝
∞
犻＝１犇（犃）和对应的特征值序列｛λ犻｝

∞
犻＝１，使得：犃犲犻＝λ犻犲犻，犲犻∈犇（犃），犻＝１，２，

…；０＜λ１ ≤λ２ ≤ … ≤λ犻≤ …，ｌｉｍ
狋→∞
λ犻＝∞；｛犲犻｝

∞
犻＝１ 构成 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间犎 的完备正交组．

对狊≥０，定义犇（犃
狊）∶＝｛狌∈犎：

∞

犻＝１

λ
２狊
犻〈狌，犲犻〉犲犻在犎 中收敛｝，并定义犃

狊
∶犇（犃

狊）→犎，犃
狊（狌）∶＝


∞

犻＝１

λ
狊
犻〈狌，犲犻〉犲犻，则有犃

狊犃犾＝犃
狊＋犾．如果在犇（犃狊）中赋予内积〈狌，狏〉∶＝〈犃

狊狌，犃狊狏〉，则犇（犃狊）构成Ｈｉｌｂｅｒｔ

空间，犃狊为从犇（犃狊）到犎的同构．特别是，犇（犃１）＝犇（犃），犇（犃
１／２）＝犞，犇（犃

０）＝犎．一般地，当狊１＜

狊２ 时，得到连续的紧嵌入犇（犃
狊
２）犇（犃

狊
１）．以下把犇（犃狊

／２）简记为犞狊．

定义三元线性函数犫∶犎×犞×犎 →犚为犫（狌，狏，ω）＝
２

犻，犼＝１∫犗
狌犻
狏犼
狓犻
ω犼ｄ狓，狌，ω∈犎，狏∈犞，则对

狌∈犎，狏∈犞，有犫（狌，狏，狏）＝０，并且由 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式和Ｐｏｉｎｃａｒé嵌入公式犎
１／２（犗）犔

４（犗）可推出：

存在犆１ ＞０，对 狌，狏，狑∈犞，有

　 犫（狌，狏，狑）≤犆１×
狌 １／２ 狌 １／２

犞 狏 犞 狑
１／２ 狑 １／２

犞 ；

狌 犞
１／２ 狏 犞 狑

１／２
犞

烅
烄

烆 ．
（２）

定义双线性映射犅∶犎×犞→犞′为〈犅（狌，狏），ω〉＝犫（狌，狏，ω），ω∈犞（把犅（狌，狌）∈犞′简记为犅（狌）），

６９
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则方程（１）转化为抽象的随机泛函方程

　
ｄ狌（狋）＋［υ犃狌（狋）＋犅（狌（狋））］ｄ狋＝犳（狋）ｄ狋＋ｄ犅

犺（狋）；

狌（０）＝狌０
烅
烄

烆 ．
（３）

对迫力项犳施加如下假设条件：

（Ｈ１）犳∈犔
２
ｌｏｃ（犚；犞′）；

（Ｈ２）∫
狊

－∞
ｅαζ 犳（ζ）犞′ｄζ＜ ∞，α＞０，狊∈犚；

（Ｈ３）犳∈犔
２
ｌｏｃ（犚；犞）．

注１　因为上述条件允许犳是无界，因此是宽松的．例如，当狋→－∞时，允许 犳（狋）犞′具有任意的

多项式增长率．

一维分形布朗运动β
犺（狋）的定义及其性质参阅文献［５］，分形布朗运动β

犺（狋）的随机积分

∫
狋

０
（狊）ｄβ

犺（狊）的定义参阅文献［６］．下面定义无穷维分形布朗运动犅犺．假设犙是在犎 上的自伴且正定线

性算子，使得犙犲犻＝犿犻犲犻，犻＝１，２，…，犿犻≥０．犎 上的无穷维分形布朗运动犅
犺 定义为

　犅
犺（狋）＝

∞

犻＝１

犿槡 犻犲犻β
犺
犻（狋），

其中｛β
犺
犻（狋）｝犻∈犖 是一维实值独立的ｆＢｍ．假设其系数｛犿犻｝

∞
犻＝１ 满足条件：

（Ｈ４）
∞

犻＝１

犿犻

λ
２犺－１
犻

＜ ∞．

显然，该随机过程是犎 值Ｇａｕｓｓｉａｎ过程，起点值为０，有０期望，协方差算子为

　犈（犅
犺（狊）犅犺（狋））＝犚犺（狋，狊）犙．

记（Φ狊）０≤狊≤狋是取值于犔（犎）的确定性算子族，则Φ关于犅
犺 的随机积分为

　∫
狋

０
Φ狊ｄ犅

犺（狊）∶＝
∞

犻＝１

犿槡 犻∫
狋

０
Φ狊犲犻ｄβ

犺
犻（狊）＝

∞

犻＝１

犿槡 犻∫
狋

０

（犓
犺 （Φ犲犻））狊ｄβ犻（狊）， （４）

其中｛β犻｝是相互独立的一维实值标准布朗运动序列．

如果一个函数狌∈犆（［τ，犜］；犎）∩犔
２（τ，犜；犞），对 ω∈Ω，满足积分方程

　狌（狋）＝犛（狋－τ）狌０－∫
狋

τ
犛（狋－狊）犅（狌（狊））ｄ狊＋∫

狋

τ
犛（狋－狊）犳（狊）ｄ狊＋∫

狋

τ
犛（狋－狊）ｄ犅

犺（狊）， （５）

则称狌为方程（３）的一个温和解．这里犛（狋）∶＝ｅ－
犃狋
＝∫ｅ

－λ狋ｄ犈λ，是由犃生成的犎 的半群．在式（５）中等

式右端的前两个积分是Ｂｏｃｈｎｅｒ积分，第３个积分是式（４）定义的 Ｗｉｅｎｅｒ型积分，记为狕（狋）．如果等式

（５）右端的积分是良定的，那么它是线性随机方程ｄ狕（狋）＋犃狕（狋）ｄ狋＝ｄ犅
犺（狋），狕（０）＝０∈犎的唯一温和

解．下面给出方程（３）的温和解的存在性．

命题１　 在假设条件（Ｈ４）下，Ｗｉｅｎｅｒ型积分狕（狋）＝∫
狋

０
犛（狋－狊）ｄ犅

犺 是均方意义下在犞 中连续的可

料Ｇａｕｓｓｉａｎ过程．

证明 　 对狕（狋）在犞 上进行均方估计．

　犐狋∶＝犈∫
狋

０
犛（狋－狊）ｄ犅

犺（狊）
２

犞
＝犈 

∞

犻＝０

犿槡 犻∫
狋

０
犛（狋－狊）犲犻ｄβ

犺
犻（狊）

２

犞
＝

　　２
犻

犺（２犺－１）犿犻λ犻∫
狋

０∫
狌

０
ｅ－

（２狋－狌－狏）λ犻（狌－狏）
２犺－２ｄ狏ｄ狌．

通过变量代换狔＝λ犻（狌－狏），得到

　犐狋＝２
犻

犺（２犺－１）犿犻λ
２－２犺
犻 ｅ－２λ犻狋∫

狋

０
ｅ２λ犻狌∫

λ犻狌

０
狔
２犺－２ｅ－狔ｄ狔ｄ狌≤犺（２犺－１）

犻

犿犻

λ
２犺－１（ ）
犻

Γ（２犺－１）． （６）

７９
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其中Γ（·）是Ｇａｍｍａ函数．由假设条件（Ｈ４）可知，狕在犞 中是良定的．

另外，对任意０≤狊≤狋，有

　犈狕（狋）－狕（狊）
２
犞 ＝犈∫

狋

狊
犛（狋－狉）ｄ犅

犺（狉）＋∫
狊

０

［犛（狋－狉）－犛（狊－狉）］ｄ犅
犺（狉）

２

犞
≤

　　２犈∫
狋

狊
犛（狋－狉）ｄ犅

犺（狉）
２

犞
＋２∫

狊

０

［犛（狋－狉）－犛（狊－狉）］ｄ犅
犺（狉）

２

犞
＝∶２犐１＋２犐２．

经过类似于式（６）的计算，得到：

　犐１＝
犻

犺（２犺－１）犿犻λ
１－２犺
犻∫

λ犻狋

λ犻狊
狔
２犺－２ｅ－狔（１－ｅ－

２（λ犻狋－狔
））ｄ狔≤

　　犺（２犺－１）
犻

犿犻

λ
２犺－１（ ）
犻

Γ（２犺－１）（１－ｅ－
２λ犻
（狋－狊））；

　犐２＝２
犻

犺（２犺－１）犿犻λ
２－２犺
犻 （ｅ－λ犻狋－ｅ－λ犻

狊）２∫
λ犻狋

０
狔
２犺－２ｅ－狔∫

狋

λ
－１
犻 狔
ｅ２λ犻狌ｄ狌ｄ狔≤

　　犺（２犺－１）
犻

犿犻

λ
２犺－１（ ）
犻

Γ（２犺－１）（ｅ－λ犻
（狋－狊）
－１）

２．

以上证明了均方意义下在犞中的连续性．另外，狕（狋）是Ｇａｕｓｓｉａｎ过程，又因为犛（狋）是确定性算子，且对

于 狌，狏∈犎，〈犛（狋）狌，狏〉是关于狋连续的，因此狕（狋）是可料的．证毕．

注２　 类似于文献［１２］，利用上面的结果可以证明，当假设条件（Ｈ３）和（Ｈ４）成立时，对 狌０ ∈

犎，ω∈Ω，τ∈犚，积分方程（５）存在唯一解，使得狌∈犆（τ，∞；犎）∩犔
２（τ，∞；犞），这就是方程（３）的温

和解．

下面给出随机动力系统（ＲＤＳ）及吸引子的有关概念，详细内容参见文献［３，７］．

定义１　设（Ω，犉，犘）是一个概率空间．称θ１是Ω上的一个保测流，如果一个映射θ１∶犚×Ω→Ω为

（犅（犚）×犉；犉）可测，并满足：（ｉ）θ１（狋）θ１（τ）＝θ１（狋＋τ），狋，τ∈犚；（ｉｉ）θ１（０）＝犻ｄΩ；（ｉｉｉ）θ１（狋）犘＝

犘，狋∈犚．

以下把θ１（狋）简记为θ１，狋．关于保测流的存在性及其更多性质参看文献［８］．本文把ｆＢｍ看成是Ω＝

｛ω∈犆（犚，犎）：ω（０）＝０｝，并把犉看成是在Ω中关于紧开拓扑的Ｂｏｒｅｌσ代数，由于ｆＢｍ是平稳增量过

程，因此可以把θ１，狋定义为

　θ１，狋ω（·）＝ω（·＋狋）－ω（狋），狋∈犚．

定义２　 设｛θ２，狋｝狋∈犚 为一个非空集合犡上的一族变换．如果θ２，０ 在犡上是恒等映射，对 狋，狊∈犚，

满足θ２，狊＋狋＝θ２，狋θ２，狊，则称θ２∶＝｛θ２，狋｝狋∈犚 为犡上的一个参数流．

本文中根据需要，把上述定义中的集合犡取为犚，并把参数流θ２ 定义为θ２，狋（狊）＝狋＋狊．

定义３　 设犈是一个完备度量空间．如果一个映射φ∶犚
＋
×Ω×犚×犈→犈，满足：

（ｉ）φ关于（犅（犚
＋）×犉×犅（犚）×犅（犈）；犅（犈））可测；

（ｉｉ）φ（０，ω，τ，·）＝犻犱犈，τ∈犚；

（ｉｉｉ）φ（狋＋狊，ω，τ，狓）＝φ（狋，θ１，狊ω，θ２，狊（τ），φ（狊，ω，τ，狓）），狋，狊∈犚
＋，τ∈犚，ω∈Ω，狓∈犈；

（ｉｖ）对 狋∈犚
＋，ω∈Ω，τ∈犚，映射φ（狋，ω，τ，·）∶犈→犈为连续．

则称φ为在犈 上的关于Ω 的保测流θ１ 和参数流θ２ 的一个随机动力系统（ＲＤＳ）．

由注２定义由方程（３）诱导出的随机动力系统：

　φ（狋，ω，τ，狌０）＝狌（狋－τ，ω，狌０），

其中狌（狋－τ，ω，狌０）是在τ时刻，以狌０为初始条件的方程（３）的温和解．本文将讨论该动力系统吸引子的

存在性，首先给出吸引子的相关概念．

定义４　 设犈是一个完备度量的空间．一个映射犓∶犚×Ω→２
犈，如果对 狋∈犚，狓∈犈，映射

ω狘犱（狓，犓（狋，ω））是 关于σ代数（犉，犅（犚））可测的，则称犓 为可测的．其中犱为 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ半度量，

８９
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犱（犃，犅）＝ｓｕｐ
狓∈犃
ｉｎｆ
狔∈犅
犱（狓，狔）．一个可测的映射犓∶犚×Ω→２

犈 叫做在犈上的依赖于时间的随机集合．如果

对于 狋∈犚，ω∈Ω，犓（狋，ω）是犈的有界集合，则称犓为有界的随机集合．如果对 狋∈犚，犓是犘几

乎确定是紧的，则称犓 为随机紧集合．

假设φ为犈上的一个ＲＤＳ，犓为一个随机有界集合．如果对任意有界集合犅犈，存在依赖于集合

犅的随机时间狋犅（ω），当狋＜狋犅（ω）时，对任意τ∈犚，有φ（狋，ω，τ，犅）犓（狋＋τ，ω），Ｐａ．ｓ．，则称犓为

随机动力系统φ的一个吸收集．如果φ存在紧吸收集犓，则称φ为渐进紧．

一个随机集合犃，如果对任意狋∈犚
＋，有φ（狋，ω，τ，犃（τ，ω））＝犃（狋＋τ，ω），Ｐ．Ｓ．，则称随机集合犃

是关于φ不变的．如果一个关于φ不变的紧的随机集合犃，对任意有界集合犅，当τ→－∞时，有犱（φ（狋，

ω，τ，犅），犃（狋，ω））→０，Ｐａ．ｓ．，则称犃为φ的吸引子．

一个随机集合犓 的Ω极限集定义为犃（犓，狋，ω）＝∩
犜＞０
∪
狊＞犜
φ（狋，ω，狋－狊，犓（狋－狊，ω））．

本文将利用下面的命题去证明方程（１）所诱导出的随机动力系统的随机吸引子的存在性．

命题２
［９］
　 如果一个随机动力系统φ拥有一个渐进紧的随机吸收集犓，那么φ存在唯一的随机吸

引子犃，且犃是犓 关于φ 的Ω极限集犃（犓，狋，ω）．

２　 随机吸引子存在性的证明

为证明随机动力系统φ的吸收集存在性与渐进紧性，首先引进改进的分形ＯｒｎｓｔｅｉｎＵｈｌｅｎｂｅｃｋ过程：

　犣（狋）＝犣（θ１，狋ω）＝∫
狋

－∞
ｅ－

（υ犃＋犪）（狋－狉）ｄ犅犺（狉），

于是有犣（０）＝犣（ω）＝ｌｉｍ
狀→∞∫

０

－狀
ｅ－

（υ犃＋犪）（－狉）ｄ犅犺（狉）．在犞 中犣（ω）的均方估值为

　犈犣（ω）
２
犞 ＝犈∫

０

∞
ｅ
（υ犃＋犪）狉ｄ犅犺（狉）

２

犞
＝犈ｌｉｍ

狀→∞
∞

犻＝１

犿槡 犻∫
０

－狀
ｅ
（υ犃＋犪）狉犲犻ｄβ

犺
犻（狉）

２

犞
≤

　　ｌｉｍ
狀→∞犻

犺（２犺－１）λ犻犿犻∫
０

－狀∫
０

－狀
ｅ
（υλ犻＋犪

）（狌＋狏）
狘狌－狏狘

２犺－２ｄ狌ｄ狏．

类似于命题１的证明，经过计算得

　犈犣（ω）
２
犞 ≤犺（２犺－１）

犻

λ犻犿犻
（υλ犻＋犪）

２（ ）犺 Γ（２犺－１）＜ ∞． （７）

由此知犣（狋）在犞 中是良定的，并且犣（狋）是线性随机方程ｄ犣（狋）＋（υ犃＋犪）犣（狋）＝ｄ犅
犺 的唯一不变解．

再由ＢｉｒｋｈｏｆｆＣｈｉｎｔｅｈｉｎ遍历理论，得

　ｌｉｍ
狀→±∞

１

狀∫
０

－狀
犣（狋）２

犞ｄ狋＝ｌｉｍ
狀→±∞

１

狀∫
狀

０
犣（θ１，狋ω）

２
犞ｄ狋＝犈犣（ω）

２
犞 ＜ ∞． （８）

经过变量替换狌（狋，ω；τ）＝狏（狋，ω；τ）＋犣（θ１，狋ω），狏（狋）满足如下具有随机系数的确定性方程：

　

ｄ狏
ｄ狋
＋υ犃（狏）＋犅（狏＋犣）＝犳＋犪犣；

狏（τ）＝狌０－犣（θ１，τω）
烅

烄

烆 ．

（９）

从狌与狏的关系式出发，对 （狋，ω，τ，狌０）∈犚
＋
×Ω×犚×犎，得到如下关系式：

　φ（狋，ω，τ，狌０）＝狌（狋＋τ，ω，τ，狌０）＝狏（狋＋τ，ω，τ，狌０－犣（θ１，τω））＋犣（狋）．

下面分别在空间犎 和犞 中对狏进行先验估计．

引理１　假设条件（Ｈ２）与（Ｈ４）成立，则对狊∈犚，ω∈Ω，存在ρ犺（狊，ω）＞０，ρ１（狊，ω），使得对任

意犕 ＞０，存在狋２＝狋２（狊，ω，犕）＜狊－１；当τ＜狋２，狌０ ＜犕 时，有：

　 狏（狋，ω；τ，狌０－犣（θ１，τω））
２
≤ρ犺（狊，ω），狋∈［狊－１，狊］； （１０）

　 狌（狋，ω；τ，狌０）
２
≤ρ犺（狊，ω），狋∈［狊－１，狊］； （１１）

９９
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　∫
狊

狊－１
狏（狋）２

犞ｄ狋≤ρ１（狊，ω）； （１２）

　∫
狊

狊－１
狏（狋）＋犣（狋）

２
犞ｄ狋≤ρ１（狊，ω）． （１３）

证明 　 对方程（９）的第一式两端在犎 上与狏（狋）作内积，得

　
１

２

ｄ狏（狋）２

ｄ狋
＋υ狏（狋）

２
犞 ＝－犫（狏（狋）＋犣（狋），狏（狋）＋犣（狋），狏（狋））＋〈犳（狋）＋犪犣（狋），狏（狋）〉． （１４）

利用方程（２）的第一式，把三线性型犫作如下估计：

　２犫（狏＋犣，犣，狏）≤２犆１ 狏＋犣
１／２· 狏＋犣

１／２
犞 · 犣 犞· 狏

１／２· 狏 １／２
犞 ≤

　　
４犆２１ 犣

２
犞

υ
（犣 ２

＋ 犞 ２）＋
υ
４
（犣 ２

犞 ＋ 犞 ２
犞）＋

２犆２１ 犣
２
犞

υ
犞 ２

＋
υ
８
犞 ２

犞． （１５）

利用Ｙｏｕｎｇ不等式，得

　２〈犳，狏〉≤
８

υ
犳

２
犞′＋

υ
８
狏 ２

犞； （１６）

　２犪〈犣，狏〉≤
２犪２

υλ１
犣 ２

＋
υλ１
２
狏 ２． （１７）

其中λ１是算子犃的最小的正特征值．令犵１＝
４犆２１

υ
犣 ２

犞 犣
２
＋
υ
４
犣 ２

犞＋
２犪２

υλ１
犣 ２

＋
８

υ
犳

２
犞′，再结合式

（１５）—（１７），从式（１４）得

　
ｄ

ｄ狋
狏 ２

＋（
υλ１
２
－
６犆２１

υ
犣 ２

犞）狏
２
＋
υ
２
狏 ２

犞 ≤犵１． （１８）

利用Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式，当狋∈［狊－１，狊］，τ＜狊－１时，有

　 狏（狋）
２
≤ 狏（τ）

２ｅ－∫
狋
τ
（
υλ１
２ －

６犆
２
１
υ

犣
２
犞
）ｄζ＋∫

狋

τ
犵１（ζ）ｅ

－∫
狋

ζ
（
υλ１
２ －

６犆
２
１
υ

犣
２
犞
）ｄ犾ｄζ≤

　　 狏（τ）
２ｅ－∫

狊－１
τ
（
υλ１
２ －

６犆
２
１
υ

犣
２
犞
）ｄζ＋∫

狊

τ
犵１（ζ）ｅ

－∫
狊－１

ζ
（
υλ１
２ －

６犆
２
１
υ

犣
２
犞
）ｄ犾ｄζ．

根据分形ＯＵ过程的遍历性（８）可知

　 ｌｉｍ
τ→ －∞

１

狊－１－τ∫
狊－１

τ
犣（ζ）

２
犞ｄζ＝犈犣（θ狊－１ω）

２
犞 ＝犈犣（ω）

２
犞．

因为
犻

λ犻犿犻
（υλ犻＋犪）

２犺 ≤ 

狀
０

犻＝１

λ犻犿犻
（υλ犻＋犪）

２犺 ＋ 
∞

犻＝狀０＋１

λ犻犿犻
（υλ犻）

２犺
，由式（７）可知，当犪 值取充分大时，有

６犆２１

υ
犣（ω）

２
犞 ＜
υλ１
４
．因而，存在狋１（ω）＜狊－１，当τ＜狋１ 时，有

　 狏（狋）
２
≤ｅ

（１＋τ－狊）
υλ１
４ 狌０

２
＋２∫

狊

τ
ｅ
（ζ＋１－狊）

υλ１
４犵１（ζ）ｄζ，狋∈［狊－１，狊］．

另一方面，由于

　 犣（狋）犞 ＝∫
狋

－∞

（υ犃＋犪）ｅ
（狋－狊）（－υ犃－犪）（犅犺（狋）－犅

犺（狊））ｄ狊
犞
≤

　　∫
狋

－∞

（υ犃＋犪）ｅ
（狋－狊）（－υ犃－犪） （υ犃＋犪）

１
２（犅犺（狋）－犅

犺（狊））ｄ狊≤

　　犆∫
狋

－∞

ｅ－犪
（狋－狊）

狋－狊
犅犺（狋）－犅

犺（狊）犞ｄ狊，

由文献［１０］的引理２．６可知，犅犺（狋，ω）犞 至多是多项式增长，因此 犣（狋）犞 至多也是多项式增长．从

而，结合假设条件（Ｈ２）得出，当τ→∞时，有∫
狊

τ
犵１（ζ）ｅ

ζ
υλ１
４ｄζ≤∫

狊

∞
犵１（ζ）ｅ

ζ
υλ１
４ｄζ＜∞，Ｐａ．ｓ．．令ρ犺（狊，ω）＝

４∫
狊

－∞
犵１（ζ）ｅ

（ζ＋１－狊）
υλ１
４ｄζ＋２ ｓｕｐ

ζ∈［狊－１，狊］
犣（ζ）

２，则存在狋２（ω）＜狋１（ω）＜狊－１，对于任意 狌０ ≤ 犕，τ＜

００１
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狋２（ω），有 ｍａｘ｛狏（狋，ω，τ，狌０－犣（θ１，τω））
２，狌（狋，ω；τ，狌０）

２｝≤ρ犺（狊，ω），狋∈［狊－１，狊］．

下面证明不等式（１２）和（１３）．在区间［狊－１，狊］上对（１８）式两端关于狋作积分，得

　 狏（狊）
２
＋
υ
２∫

狊

狊－１
狏（狋）２

犞ｄ狋≤ 狏（狊－１）
２
＋∫

狊

狊－１
犵１（狋）ｄ狋．

因此，当τ＜狋２ 时，有

　∫
狊

狊－１
狏（狋）２

犞ｄ狋≤ （
２

υ∫
狊

狊－１
犵１（狋）ｄ狋＋ 狏（狊－１）

２）＝∶ρ０（狊，ω）． （１９）

由此可得

　∫
狊

狊－１
狏（狋）＋犣（狋）

２
犞ｄ狋≤２ρ０（狊，ω）＋２∫

狊

狊－１
犣（狋）犞ｄ狋＝∶珓ρ０（狊，ω）． （２０）

令ρ１（狊，ω）＝ｍａｘ｛ρ０（狊，ω），珓ρ０（狊，ω）｝，则由式（１９）和（２０），可得引理结果（１２）和（１３）．证毕．

引理２　假设（Ｈ３）、（Ｈ４）与（Ｈ５）成立，则对狊∈犚，ω∈Ω，存在ρ犞（ω）＞０，对犕＞０，存在珓狋＜

狊；当 狌０ ＜犕，τ＜珓狋时，有

　 狏（狊，ω，τ，狌０－犣（θ１，τω））
２
犞
１／２ ≤ρ犞（ω），Ｐａ．ｓ．；

　 狌（狊，ω；τ，狌０）
２
犞
１／２ ≤ρ犞（ω），Ｐａ．ｓ．．

证明 　 在犎 上对方程（９）的第一式两端用犃
１／２狏作内积，得

　
１

２

ｄ

ｄ狋
犃１

／４狏 ２
＋υ 犃

３／４狏 ２
≤狘犫（狏＋犣，狏＋犣，犃

１／２狏）狘＋〈犳，犃
１／２狏〉＋犪〈犣，犃

１／２狏〉． （２１）

利用方程（２）的第二式，对犫作如下估计：

　狘犫（狏＋犣，狏＋犣，犃
１／２狏）狘≤犆１ 狏＋犣 犞 狏＋犣 犞

１／２ 犃１
／２狏 犞

１／２ ≤

　　
犆２１
４υ
狏＋犣

２
犞 狏＋犣

２
犞
１／２＋υ 犃

３／４狏 ２． （２２）

利用Ｙｏｕｎｇ不等式，得：

　〈犳，犃
１／２狏〉≤

１

２
（狏 ２

犞 ＋ 犳
２
犞），

　犪〈犣，犃
１／２狏〉≤

１

２
（犪２ 犣 ２

犞 ＋ 狏 ２
犞）． （２３）

由式（２２）和（２３），不等式（２１）变为

　
１

２

ｄ

ｄ狋
犃１

／４狏 ２
≤
犆２１
４
狏＋犣

２
犞 狏＋犣

２
犞
１／２＋

１

２
（２狏 ２

犞 ＋ 犳
２
犞 ＋犪

２ 犣 ２
犞）． （２４）

令犵２∶＝
１

２
（２狏 ２

犞 ＋ 犳
２
犞 ＋犪

２ 犣 ２
犞），犵３∶＝

犆２１
４
狏＋犣

２
犞，则式（２４）转换为

　
ｄ

ｄ狋
狏（狋）２

犞
１／２ ≤犵２＋犵３ 狏（狋）

２
犞
１／２．

利用Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式，对于狊－１≤ζ≤狊，有

　 狏（狊）
２
犞
１／２ ≤ 狏（ζ）

２
犞
１／２·ｅ∫

狋

ζ
犵３
（犾
１
）ｄ犾
１＋∫

狋

ζ
犵２（犾２）ｅ∫

狋
犾
２
犵３
（犾
１
）ｄ犾
１ｄ犾２ ≤

　　（狏（ζ）
２
犞
１／２＋∫

狊

狊－１
犵２（犾２）ｄ犾２）·ｅ∫

狊
狊－１犵３

（犾
１
）ｄ犾
１． （２５）

由于嵌入犞 犞
１／２是连续性的，因此，存在犆２＞０，使得 狏 犞

１／２ ≤犆２ 狏 犞．利用这个不等式，对式（２５）

两端在［狊－１，狊］上对ζ作积分，整理后得

　 狏（狊）
２
犞
１／２ ≤ （犆２∫

狊

狊－１
狏（ζ）

２
犞ｄζ＋∫

狊

狊－１
犵２（ζ）ｄζ）·ｅ∫

狊
狊－１犵３

（ζ）ｄζ． （２６）

值得注意的是，由引理１的式（１２）、（１３）和假设条件（Ｈ３）可知，当τ≤狋２ ＝∶珓狋时，∫
狊

狊－１
犵２（ζ）ｄζ，

１０１
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∫
狊

狊－１
犵３（ζ）ｄζ及∫

狊

狊－１
狏（ζ）

２
犞ｄζ都是有界，因此，式（２６）右端为一个随机常数，记为ρ′（ω）＞０，于是有

　 狌（狊，ω；τ，狌０）
２
犞
１／２ ≤ 狏（狊，ω；τ，狌０－犣（θ１，τω））

２
犞 ＋ 犣（狊）２

犞 ≤

　　ρ′（ω）＋ 犣（狊）２
犞 ＝∶ρ犞（ω），τ＜狋２，ａ．ｓ．，

由此证明了引理结论．证毕．

由引理１得出随机动力系统φ在犎 上存在随机吸引子．由于嵌入犞
１／２
犎 是紧的，因此，从引理２

得出随机动力系统φ的渐进紧性．从而，得到如下结论：

定理１　如果随机ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程（１）满足假设条件（Ｈ１）—（Ｈ４），则随机动力系统φ拥有唯一

随机吸引子犃．
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