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摘要：研究了一类带有分数阶狇 差分边值条件的混合分数阶狇 差分方程解的存在性．首先分析了格林函数

的性质，然后借助Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，在Ｂａｎａｃｈ代数中利用不动点定理研究了该方程解的存在性，最后通过实例
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　　近年来，分数阶狇 差分微积分理论的研究受到人们的关注，并且关于分数阶狇 差分边值问题的研

究取得了大量成果［１７］．其中ＢａｓｈｉｒＡｈｍａｄ等
［７］在１＜α≤２，０＜狇＜１情况下，研究了一类带有Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ

边值条件的混合分数阶狇 差分方程解的存在性：
犇α狇（

狓（狋）

犳（狋，狓（狋））
）＝犵（狋，狓（狋）），０≤狋≤１；

狓（０）＝狓（１）＝０

烅

烄

烆 ．

本文研究

如下混合分数阶狇 差分边值问题：

　

犇α狇（
狓（狋）

犳（狋，狓（狋））
）＝－犵（狋，狓（狋）），０≤狋≤１；

狓（０）＝犇狇狓（０）＝０，犇
ν
狇（

狓（狋）

犳（狋，狓（狋））
）
狋＝１
＝β

烅

烄

烆
．

（１）

其中２＜α≤３，０＜狇＜１，１＜ν＜２，β≥０，犳∶［０，１］×犚→犚＼｛０｝为连续函数，函数犵∶［０，１］×

犚→犚是连续的．
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１　 预备知识

定义１
［６］
　 函数犳（狓）的狇 导数定义为：（犇狇犳）（狓）＝

犳（狓）－犳（狇狓）
（１－狇）狓

，（犇狇犳）（０）＝ｌｉｍ
狓→０

（犇狇犳）（狓）；

函数犳的高阶狇 导数定义为：（犇
０
狇犳）（狓）＝犳（狓），（犇

狀
狇犳）（狓）＝犇狇（犇

狀－１
狇 犳）（狓），狀∈犖．

定义２
［６］
　 函数犳（狓）在区间［０，犫］上的狇 积分定义为：

　（犐狇犳）（狓）＝∫
狓

０
犳（狋）ｄ狇狋＝狓（１－狇）

∞

狀＝０

犳（狓狇
狀）狇

狀，狓∈［０，犫］．

定义３
［６］
　ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ型分数阶狇 积分定义为：

　（犐α狇犳）（狓）＝
１

Γ狇（α）∫
狓

０

（狓－狇狋）
（α－１）
犳（狋）ｄ狇狋，α＞０，狓∈［０，１］；

ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ型分数阶狇 导数定义为：

　（犇α狇犳）（狓）＝（犇
犿
狇犐

犿－α
狇 犳）（狓），α＞０，狓∈［０，１］．

其中犳（狓）是定义在［０，１］上的函数，规定（犐
０
狇犳）（狓）＝犳（狓），（犇

０
狇犳）（狓）＝犳（狓），犿是不小于α的最小

整数．

引理１
［６］
　 设α＞０，狆是正整数，则

　（犐α狇犇
狆
狇犳）（狓）＝（犇

狆
狇犐
α
狇犳）（狓）－

狆－１

犽＝０

狓α－狆＋犽

Γ狇（α＋犽－狆＋１）
（犇犽狇犳）（０）．

引理２
［６］
　 设α，β≥０，犳（狓）是定义在［０，１］上的函数，则

　（犐β狇犐
α
狇犳）（狓）＝（犐

α＋β
狇 犳）（狓），（犇

α
狇犐
α
狇犳）（狓）＝犳（狓）．

引理３
［６］
　狋犇狇（狋－狊）

（α）
＝［α］狇（狋－狊）

（α－１），（狓犇狇∫
狓

０
犳（狓，狋）ｄ狇狋）（狓）＝∫

狓

０
狓犇狇犳（狓，狋）ｄ狇狋＋犳（狇狓，狓），

这里犻犇狇 表示与变量犻有关的狇 导数．

引理４
［６］
　 若α＞０，犪≤犫≤狋，则（狋－犪）

（α）
≥ （狋－犫）

（α）．

引理５
［８］
　 设犛是Ｂａｎａｃｈ代数犡上的一个非空的、有界闭凸子集，设犃∶犡→犡和犅∶犛→犡是

两个算子，且满足：

（ｉ）犃满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，其中犔为Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数；

（ｉｉ）犅是完全连续的；

（ｉｉｉ）对于 狔∈犛，有狓＝犃狓犅狔狓∈犛；

（ｉｖ）犔犕 ＜１，其中犕＝‖犅（犛）‖＝ｓｕｐ｛‖犅（狓）‖：狓∈犛｝．

则算子方程犃狓犅狓＝狓在犛中有一个解．

２　犌狉犲犲狀函数的性质

定理１　 设犺∶［０，１］→ ［０，＋∞）是连续的，且２＜α＜３，１＜ν＜２，边值问题

　

犇α狇（
狓（狋）

犳（狋，狓（狋））
）＝－犺（狋），０≤狋≤１；

狓（０）＝犇狇狓（０）＝０，犇
ν
狇（

狓（狋）

犳（狋，狓（狋））
）
狋＝１
＝

烅

烄

烆 β

（２）

的唯一解是狓（狋）＝犳（狋，狓（狋））［∫
１

０
犌（狋，狇狊）犺（狊）ｄ狇狊＋β

Γ狇（α－ν）狋
α－１

Γ狇（α）
］，其中

　犌（狋，狇狊）＝
１

Γ狇（α）

狋α－１（１－狇狊）
（α－ν－１）

－（狋－狇狊）
（α－１），０≤狊≤狋≤１；

狋α－１（１－狇狊）
（α－ν－１），０≤狋≤狊≤１

烅
烄

烆 ．

证明 　 由引理１有
狓（狋）

犳（狋，狓（狋））
＝犆１狋

α－１
＋犆２狋

α－２
＋犆３狋

α－３
－犐

α
狇犺（狋）（犆１，犆２，犆３∈犚）．由条件狓（０）＝

２２



　 第１期 杨潇，等：一类混合分数阶狇 差分边值问题解的存在性

犇狇狓（０）＝０得犆３＝０，犆２＝０．根据定义３和条件犇
ν
狇
（ 狓（狋）

犳（狋，狓（狋））
）
狋＝１
＝β得

　犆１＝
Γ狇（α－ν）

Γ狇（α）
［β＋

１

Γ狇（α－ν）∫
１

０

（１－狇狊）
（α－ν－１）犺（狊）ｄ狇狊］．

于是有

　狓（狋）＝犳（狋，狓（狋））
Γ狇（α－ν）狋

α－１

Γ狇（α）
［β＋

１

Γ狇（α－ν）∫
１

０

（１－狇狊）
（α－ν－１）犺（狊）ｄ狇狊｛ ］－

　　∫
狋

０

（狋－狇狊）
（α－１）

Γ狇（α）
犺（狊）ｄ狇 ｝狊 ＝犳（狋，狓（狋））［∫

１

０
犌（狋，狇狊）犺（狊）ｄ狇狊＋β

Γ狇（α－ν）狋
α－１

Γ狇（α）
］．

引理６
［６］
　Ｇｒｅｅｎ函数犌（狋，狇狊）具有以下性质：

（ｉ）犌（狋，狇狊）≥０，狋，狊∈［０，１］；

（ｉｉ）ｍａｘ
狋∈［０，１］

犌（狋，狇狊）＝犌（１，狇狊），狊∈［０，１］．

３　 解的存在性

首先利用引理５得到边值问题（１）的解存在的充分条件．为此，在Ｂａｎａｃｈ空间犆（［０，１］，犚）上定义

范数 ‖狓‖＝ｓｕｐ
狋∈［０，１］

狓（狋），并且对于狓，狔∈犆（［０，１］，犚），定义乘法（狓狔）（狋）＝狓（狋）狔（狋），于是犆（［０，

１］，犚）是Ｂａｎａｃｈ代数．为了方便，记犜＝∫
１

０
犌（１，狇狊）ｄ狇狊，并假设下列条件成立：

（Ｈ１）存在常数犔＞０，使得 犳（狋，狓）－犳（狋，狔）≤犔 狓－狔 ，狋∈［０，１］，狓，狔∈犚；

（Ｈ２）存在一个函数γ（狋）∈犆（［０，１］，犚
＋），使得对于 狓∈犚，有 犵（狋，狓）≤γ（狋），狋∈［０，１］．

定理２　 假设条件（Ｈ１）和（Ｈ２）成立，如果犔［犜‖γ‖＋β
Γ狇（α－ν）

Γ狇（α）
］＜１，那么边值问题（１）存在

一个解．

证明 　 设犡＝犆（［０，１］，犚），定义犡的子集犠 ＝｛狓∈犡：‖狓‖ ≤犖｝，其中

　犖＝

犉０［犜‖γ‖＋β
Γ狇（α－ν）

Γ狇（α）
］

１－犔［犜‖γ‖＋β
Γ狇（α－ν）

Γ狇（α）
］
，

　犉０＝ｓｕｐ
狋∈［０，１］

犳（狋，０），

显然犠 是犡 上的一个有界闭凸子集．由定理１知，边值问题（１）与如下方程等价：

　狓（狋）＝犳（狋，狓（狋））［∫
１

０
犌（狋，狇狊）犵（狊，狓（狊））ｄ狇狊＋β

Γ狇（α－ν）狋
α－１

Γ狇（α）
］． （３）

定义两个算子犃∶犡→犡和犅∶犠 →犡：

　犃狓（狋）＝犳（狋，狓（狋）），狋∈［０，１］，

　犅狓（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狇狊）犵（狊，狓（狊））ｄ狇狊＋β

Γ狇（α－ν）狋
α－１

Γ狇（α）
，狋∈［０，１］，

于是方程（３）变形为算子方程犃狓（狋）犅狓（狋）＝狓（狋），狋∈［０，１］．下面将证明算子犃和犅满足引理５的条件．

首先犃是犡上的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ算子，其中犔是Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数．事实上，设 狓，狔∈犡，由条件（Ｈ１）有

　 犃狓（狋）－犃狔（狋）＝ 犳（狋，狓（狋））－犳（狋，狔（狋））≤犔 狓（狋）－狔（狋）≤犔‖狓－狔‖，狋∈［０，１］，

因此，对于 狓，狔∈犡，有 ‖犃狓－犃狔‖ ≤犔‖狓－狔‖．

其次犅是犠 到犡 的完全连续算子．先证明犅是犠 上的连续算子．事实上，设犠 上的序列 狓｛ ｝狀 收敛

于狓∈犠，对于 狋∈［０，１］，由Ｌｅｂｅｓｇｕｅ控制收敛定理有

　ｌｉｍ
狀→∞
犅狓狀（狋）＝ｌｉｍ

狀→∞∫
１

０
犌（狋，狇狊）犵（狊，狓狀（狊））ｄ狇狊＋β

Γ狇（α－ν）狋
α－１

Γ狇（α）
＝

３２
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　　∫
１

０
犌（狋，狇狊）犵（狊，狓（狊））ｄ狇狊＋β

Γ狇（α－ν）狋
α－１

Γ狇（α）
＝犅狓（狋），

即犅是犠 上的连续算子．其次证明犅是犠 上的紧算子，即犅（犠）是一致有界的，且在犡上是等度连续

的．事实上，设狓∈犠，由引理６和条件（Ｈ２）知，对于 狋∈［０，１］有

　 犅狓（狋）≤∫
１

０
犌（１，狇狊）γ（狊）ｄ狇狊＋β

Γ狇（α－ν）

Γ狇（α）
≤犜‖γ‖＋β

Γ狇（α－ν）

Γ狇（α）
，

因此有 ‖犅狓‖ ≤犜‖γ‖＋β
Γ狇（α－ν）

Γ狇（α）
，狓∈犠，即犅（犠）是一致有界的．此外，对于 狋１，狋２ ∈［０，１］

且狋１ ＜狋２，有

　 犅狓（狋２）－犅狓（狋１）≤ ‖γ‖∫
１

０

［犌（狋２，狇狊）－犌（狋１，狇狊）］ｄ狇狊 ＋β
Γ狇（α－ν）

Γ狇（α）
（狋α－１２ －狋

α－１
１ ）＝

　　
‖γ‖
Γ狇（α）∫

１

０

（狋α－１２ －狋
α－１
１ ）（１－狇狊）

（α－ν－１）ｄ狇狊－∫
狋
１

０

［（狋２－狇狊）
（α－１）
－（狋１－狇狊）

（α－１）］ｄ狇狊－

　　∫
狋
２

狋
１

（狋２－狇狊）
（α－１）ｄ狇狊 ＋β

Γ狇（α－ν）

Γ狇（α）
（狋α－１２ －狋

α－１
１ ）≤

‖γ‖
Γ狇（α）∫

１

０

（狋α－１２ －狋
α－１
１ ）（１－狇狊）

（α－ν－１）ｄ狇［ 狊 ＋

　　∫
狋
１

０

［（狋２－狇狊）
（α－１）
－（狋１－狇狊）

（α－１）］ｄ狇狊 ＋∫
狋
２

狋
１

（狋２－狇狊）
（α－１）ｄ狇 ］狊 ＋β

Γ狇（α－ν）

Γ狇（α）
（狋α－１２ －狋

α－１
１ ），

因此有 犅狓（狋２）－犅狓（狋１）→０（狋１ →狋２），即犅（犠）在犡上是等度连续的．再由ＡｒｚｅｌａＡｓｃｏｌｉ定理知

犅（犠）是紧的，所以犅是犠 到犡 的完全连续算子．

下面证明引理５中的条件（ｉｉｉ）成立．事实上，设狓∈犡满足狓＝犃狓犅狔（狔∈犠），由条件（Ｈ１）有

　 狓（狋）＝ 犃狓（狋） 犅狔（狋）＝ 犳（狋，狓（狋））∫
１

０
犌（狋，狇狊）犵（狊，狓（狊））ｄ狇狊＋β

Γ狇（α－ν）狋
α－１

Γ狇（α）
≤

　　［犳（狋，狓（狋））－犳（狋，０）＋ 犳（狋，０）］∫
１

０
犌（狋，狇狊）犵（狊，狓（狊））ｄ狇狊＋β

Γ狇（α－ν）狋
α－１

Γ狇（α）
≤

　　［犔 狓（狋）＋犉０］［犜‖γ‖＋β
Γ狇（α－ν）

Γ狇（α）
］，

于是有 狓（狋）≤

犉０［犜‖γ‖＋β
Γ狇（α－ν）

Γ狇（α）
］

１－犔［犜‖γ‖＋β
Γ狇（α－ν）

Γ狇（α）
］
＝犖，关于狋取上确界有 ‖狓‖ ≤犖，即狓∈犠．

最后证明引理５中的条件（ｉｖ）成立．事实上，令犕＝‖犅（犠）‖＝ｓｕｐ｛‖犅狓‖：狓∈犠｝，因此有

犕 ≤犜‖γ‖＋β
Γ狇（α－ν）

Γ狇（α）
．于是，有犔犕 ≤犔［犜‖γ‖＋β

Γ狇（α－ν）

Γ狇（α）
］＜１．

综合以上结果可知，引理５中的条件均被满足，于是算子方程犃狓犅狓＝狓在犠 中有一个解，即边值

问题（１）在犠 中存在一个解．

注１　 当犳（狋，狓）＝１时，由文献［６］可知边值问题（１）的解存在．

例１　 考虑混合分数阶狇 差分边值问题

　

犇２．５０．５（
狓（狋）

ｓｉｎ狓＋２
）＝－ｃｏｓ狓，０≤狋≤１；

狓（０）＝犇０．５狓（０）＝０，犇
０．５
０．５（

狓（狋）

ｓｉｎ狓＋２
）＝０

烅

烄

烆
．

（４）

其中α＝２．５，狇＝ν＝０．５，β＝０，犳（狋，狓）＝ｓｉｎ狓＋２，犵（狋，狓）＝ｃｏｓ狓，γ（狋）＝１．这样条件（Ｈ１）和（Ｈ２）

均成立，根据文献［６］知犜＝∫
１

０
犌（１，狇狊）ｄ狇狊＜０．９．选取犔＝１，则犔［犜‖γ‖＋β

Γ狇（α－ν）

Γ狇（α）
］＜１成立，因

此边值问题（４）存在一个解．
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均时延反而越大．这是因为用户数少时，用户在系统中的竞争不激烈，最小竞争窗口小，即处于退避的时

间短，可以较快地传送ＲＦＳ数据包，因而时延小；而当用户数明显增多时，用户在系统中的竞争激烈，若

用户处于退避阶段的时间减少，则发生碰撞的概率增加，相应地平均时延也增加．

４　结论

本文以 ＷＡＶＥ网络中基于ＤＣＦ的信道预约方案为基础，通过构建马尔科夫分析模型，并采用排

队论的分析方法，得出了系统中用户预约ＳＣＨ所需的平均时延的表达式．通过性能比较得知，ＲＦＳ数

据包的生成速率和最小竞争窗口对用户预约ＳＣＨ的平均时延有不可忽视的影响，而最大退避阶数只

在用户数达到一定数量时才会对平均时延有影响．本文的研究结果有助于提高车载通信网络的性能，但

本文研究的信道预约方案在用户处于非饱和状态条件下的性能有待进一步研究．
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