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摘要：研究了具有脉冲效应的呼吸系统疾病模型，首先运用不等式技巧给出了该系统解的先验上界估计，其

次运用迭合度理论中的延拓定理，得到了该系统至少存在一个正周期解的充分条件．
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１　问题的提出

Ｍａｃｋｅｙ等
［１］将非线性时滞微分方程

　狓′（狋）＋
α犞犿狓（狋）狓

狀（狋－τ）

θ
狀
＋狓

狀（狋－τ）
＝λ，狋≥０ （１）

应用于呼吸系统疾病的动态病理模型，其中α，犞犿，θ，τ，λ∈（０，∞），狀∈犖
＋
＝１，２｛ ｝，… ．在方程（１）中，

狓（狋）表示哺乳动物动脉中ＣＯ２的浓度，λ是ＣＯ２的生成速度，犞犿表示最大通气量，τ表示肺中血液氧合

作用与脑干中化学传感器产生刺激之间的时间间隔．研究表明，环境的周期变化会对许多生物和生态动

力系统产生重要影响，Ｓａｋｅｒ等在文献［２］中研究了如下方程

　狓′（狋）＋
α犞（狋）狓（狋）狓

狀（狋－犿ω）

θ
狀
＋狓

狀（狋－犿ω）
＝λ（狋）， （２）
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其中犿与狀是正整数，犞与λ是周期为ω的正周期函数，并得到了方程（２）正周期解存在和全局吸引的

充分条件．事实上，任何生物或环境参数都随时间变化，假设时滞是常数并不现实．基于此，Ｃｈｅｎ等
［３］给

出了方程（２）的修正形式：

　狓′（狋）＋
犞（狋）狓（狋）狓狀（狋－τ（狋））

θ（狋）＋狓
狀（狋－τ（狋））

＝狉（狋）， （３）

并得到了方程（３）正周期解存在和全局吸引的充分条件．在生态系统变化过程中，许多进化过程经过一

段平稳变化后会发生突变，如年度捕获和放养的物种以及年度迁移的物种等，于是学者们引入了脉冲微

分方程［４］．考虑到环境的周期性及脉冲扰动的影响，本文研究下述具有脉冲效应的呼吸系统疾病模型：

　

狓′（狋）＋
犞（狋）狓（狋）狓狀（狋－τ（狋））

θ（狋）＋狓
狀（狋－τ（狋））

＝狉（狋），狋≠狋犽；

狓（狋＋犽）＝
１

１＋犮犽
狓（狋犽），狋＝狋犽

烅

烄

烆
，

（４）

并对系统（４）做如下假设：

（Ａ１）狀∈犖
＋，犞，θ，狉∈犆（犚，（０，∞）），τ∈Ｃ（犚，［０，∞））和∏

０＜狋犽＜狋

（１＋犮犽）均是周期为ω的函数，ω是

固定正整数；

（Ａ２）犮犽∈（－１，∞），犽∈犖
＋，狋｛｝犽 犽∈犖

＋ 是一严格单调增序列且存在狇∈犖使得狋犽＋狇＝狋犽＋ω，狋１ ＞０，

ｌｉｍ
犽→∞
狋犽＝∞．

基于生物学意义，只需考虑系统（４）的正解．作变换狓（狋）＝１／狔（狋），则系统（４）化为下述非线性时滞

脉冲微分方程

　
狔′（狋）＝狔（狋）［

犞（狋）

１＋θ（狋）狔
狀（狋－τ（狋））

－狉（狋）狔（狋）］，狋≠狋犽；

狔（狋
＋
犽）＝（１＋犮犽）狔（狋犽），狋＝狋犽

烅

烄

烆 ．

（５）

本文将主要研究系统（５），其初始条件为狔（狋）＝φ（狋），狋∈［－τ，０］，φ∈犆（［－τ，０］，［０，∞）），φ（０）＞０，

其中τ＝ｍａｘ
狋∈［０，ω］

τ（狋）．

２　 主要结果及其证明

定义１　 称函数狔∈（［－τ，∞），（０，∞））是系统（５）在［－τ，∞）的一个解，若满足：

（ｉ）狔（狋）在（０，狋１］上且在每个区间（狋犽，狋犽＋１］上绝对连续，其中犽＝１，２，…；

（ｉｉ）对任意狋犽，犽＝１，２，…，狔（狋
＋
犽）及狔（狋

－
犽）均存在且有狔（狋

－
犽）＝狔（狋犽）；

（ｉｉｉ）狔（狋）在［０，∞）＼狋｛｝犽 内几乎处处满足系统（５）中的微分方程且满足狋＝狋犽，犽＝１，２，…时刻下的

脉冲条件方程．

定义２　 系统（５）被称作是持久的，如果存在两个正的常数犕 和犿，使得对系统（５）的任意解狔（狋）

都有犿≤ｌｉｍｉｎｆ
狋→∞

狔（狋）≤ｌｉｍｓｕｐ
狋→∞

狔（狋）≤犕．

设犜是一给定常数且序列狋｛｝犽 犽∈犣
中的有限个点落在区间［０，犜］里．记犘犆（［０，犜］，犚狀）是满足以下

条件的函数集合：函数狓∶［０，犜］→犚
狀，它在狋≠狋犽处连续，点狋犽∈［０，犜］是函数的第一类不连续点且

该点处左连续．引入范数 ‖狓‖＝ｓｕｐ 狓（狋）：狋∈［０，犜｛ ｝］ ，从而犘犆（［０，犜］，犚狀）为一Ｂａｎａｃｈ空间．

定义３　 集合犉犘犆（［０，犜］，犚
狀）在［０，犜］上是拟等度连续的，如果对任意ε＞０，存在δ＞０使

得当狓∈犉，犽∈犣，τ１，τ２ ∈（狋犽－１，狋犽］∩ ［０，犜］且 τ１－τ２ ＜δ时，有 狓（τ１）－狓（τ２）＜ε．

引入下列引理：

引理１
［５］
　 集合犉犘犆（［０，犜］，犚

狀）是相对紧的当且仅当：

６
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（ｉ）犉是有界的，即对每一狓∈犉和常数犾＞０，有 ‖狓‖ ≤犾；

（ｉｉ）犉在区间［０，犜］上是拟等度连续的．

为方便简记珔犺＝
１

ω∫
ω

０
犺（狋）ｄ狋，犵 ＝ｍａｘ

０≤狋≤ω
犵（狋），犵 ＝ ｍｉｎ

０≤狋≤ω
犵（狋），犮＝

狇

犽＝１

ｌｎ（１＋犮犽），犳（狋）＝

犞（狋）

１＋θ（狋）ｅｘｐ狀狓（狋－τ（狋｛ ｝）） －
狉（狋）ｅｘｐ狓（狋｛ ｝），其中犺，犵是周期为ω 的函数．

定理１　 对系统（５）的初值φ（０）＞０来说，系统（５）的所有解满足狔（狋）＞０．

证明 　 对 狋＞０，存在犽∈犖，使狋∈（狋犽－１，狋犽］，并且有

　狔（狋）＝狔（狋
＋
犽－１）ｅｘｐ∫

狋

狋犽－１

［ 犞（狋）

１＋θ（狋）狔
狀（狋－τ（狋））

－狉（狋）狔（狋）］ｄ｛ ｝狋 ，

　狔（狋
＋
犽－１）＝（１＋犮犽－１）狔（狋犽－１）．

由此可得到狔（狋）＝∏
犽－１

犼＝１

（１＋犮犽）狔（０
＋）ｅｘｐ∫

狋

０

［ 犞（狋）

１＋θ（狋）狔
狀（狋－τ（狋））

－狉（狋）狔（狋）］ｄ｛ ｝狋 ，所以狔（狋）＞０．

定理２　 若条件（Ａ１）和（Ａ２）成立，且满足以下条件：

　（Ａ３）方程∫
ω

０

犞（狋）

θ（狋）ｅｘｐ｛ ｝狀狓
ｄ狋－∫

ω

０
狉（狋）ｅｘｐ｛｝狓 ｄ狋＋犮＝０存在惟一的解，

则系统（５）至少存在一个正ω 周期解．

证明 　 由定理１知系统（５）的所有解狔（狋）＞０，因此可对系统（５）做如下变换：

　狔（狋）＝ｅｘｐ狓（狋｛ ｝）， （６）

从而系统（５）变成如下形式

　
狓′（狋）＝

犞（狋）

１＋θ（狋）ｅｘｐ狀狓（狋－τ（狋｛ ｝）） －
狉（狋）ｅｘｐ狓（狋｛ ｝），狋≠狋犽；

Δ狓（狋犽）＝狓（狋
＋
犽）－狓（狋犽）＝ｌｎ（１＋犮犽），狋＝狋犽

烅

烄

烆 ．

（７）

显然，若系统（７）有一个周期解狓（狋），那么系统（５）有一个正周期解狔（狋）＝ｅｘｐ狓（狋｛ ｝）；因此，只要证明

系统（７）至少存在一个周期解即可．

定义犡＝ 狓：狓∈犘犆｛ ｝ω ，犢＝犡×犚
狇，并定义

　 ‖狓‖０＝ｓｕｐ
狋∈［０，ω］

狓（狋），狓∈犡，

　 ‖狔‖１＝‖狓‖０＋
狇

犼＝１

‖ξ犼‖，狔＝（狓，ξ１，…，ξ狇）∈犢，

从而（犡，· ０）与（犢，· １）均为Ｂａｎａｃｈ空间．定义：Ｄｏｍ犔＝ 狓∈犡：狓′∈｛ ｝犡 ，犔∶Ｄｏｍ犔→犢，

犔（狓）＝（狓′，（Δ狓（狋犽））狇犽＝１）；犖∶犡 →犢，犖（狓）＝（
犞（狋）

１＋θ（狋）ｅｘｐ狀狓（狋－τ（狋｛ ｝）） －狉（狋）ｅｘｐ狓（狋｛ ｝），

（ｌｎ（１＋犮犽））狇犽＝１）；犘∶犡→犡，犘（狓）＝珚狓；犙∶犢→犢，犙（狓，（犿犽）
狇
犽＝１）＝（珚狓＋

１

ω
狇

犽＝１

犿犽，（０）狇犽＝１）．显然Ｉｍ犔

在犢 中是闭的，且有Ｉｍ犘＝Ｋｅｒ犔，Ｋｅｒ犙＝Ｉｍ犔，而ｄｉｍＫｅｒ犔＝１＝ｃｏｄｉｍＩｍ犔，从而知犔是指标为０

的Ｆｒｅｄｈｏｌｍ映射．进而广义逆映射犓犘∶Ｉｍ犔→Ｋｅｒ犘∩Ｄｏｍ犔为

　犓犘（狓，（犿犽）狇犽＝１）＝∫
狋

０
狓（狊）ｄ狊＋ 

０＜狋犽＜狋

犿犽－
１

ω∫
ω

０∫
狋

０
狓（狊）ｄ狊ｄ狋－

狇

犽＝１

犿犽＋
１

ω
狇

犽＝１

犿犽狋犽，

直接计算可得犙犖狓＝（
１

ω∫
ω

０
犳（狋）ｄ狋＋

犮

ω
，（０）狇犽＝１），且

　犓犘（犐－犙）犖狓＝∫
狋

０
犳（狊）ｄ狊＋ 

０＜狋犽＜狋

ｌｎ（１＋犮犽）－
狇

犽＝１

ｌｎ（１＋犮犽）＋
１

ω
狇

犽＝１

ｌｎ（１＋犮犽）狋犽＋

　　（
１

２
－
狋

ω
）（∫

ω

０
犳（狋）ｄ狋＋犮）－

１

ω∫
ω

０∫
狋

０
犳（狊）ｄ狊ｄ狋．

７
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由Ｌｅｂｅｓｇｕｅ控制收敛定理知，犙犖 和犓犘（犐－犙）犖都连续，进而由引理１并由周期性可知犙犖（Ω）

和犓犘（犐－犙）犖（Ω）对任意有界开集Ω犡都是相对紧的，因此犖 在Ω上是犔 紧的．

下面寻找满足引理１的合适有界开子集Ω．考虑算子方程犔狓＝λ犖狓，λ∈（０，１），即

　
狓′（狋）＝λ犳（狋），狋≠狋犽；

Δ狓（狋犽）＝λｌｎ（１＋犮犽），狋＝狋犽
烅
烄

烆 ．
（８）

假设对λ∈（０，１），狓∈犡是方程（８）的解，在区间［０，ω］上对方程（８）积分可得

　∫
ω

０

犞（狋）

１＋θ（狋）ｅｘｐ狀狓（狋－τ（狋｛ ｝）） －
狉（狋）ｅｘｐ（狓（狋｛ ｝））ｄ狋＝－犮，

从而

　∫
ω

０

犞（狋）

１＋θ（狋）ｅｘｐ狀狓（狋－τ（狋｛ ｝））
ｄ狋＝∫

ω

０
狉（狋）ｅｘｐ狓（狋｛ ｝）ｄ狋－犮． （９）

由（８）和（９）式可得

　∫
ω

０
狓′（狋）ｄ狋＜∫

ω

０

犞（狋）

１＋θ（狋）ｅｘｐ狀狓（狋－τ（狋｛ ｝））
ｄ狋＋∫

ω

０
狉（狋）ｅｘｐ狓（狋｛ ｝）ｄ狋＝

　　２∫
ω

０

犞（狋）

１＋θ（狋）ｅｘｐ狀狓（狋－τ（狋｛ ｝））
ｄ狋＋犮＜２∫

ω

０
犞（狋）ｄ狋＋犮＝２犞

－

ω＋犮，

即

　∫
ω

０
狓′（狋）ｄ狋＜２犞

－

ω＋犮． （１０）

进一步，对任意ζ∈［０，ω］有下述不等式成立：

　狓（狋）≥狓（ζ）－∫
ω

０

狓（狊）ｄ狊－
狇

犽＝１

ｌｎ（１＋犮犽）； （１１）

　狓（狋）≤狓（ζ）＋∫
ω

０

狓（狊）ｄ狊＋
狇

犽＝１

ｌｎ（１＋犮犽）． （１２）

由于狓∈犡，从而存在ξ，η∈［０，ω］使得

　狓（ξ）＝ｉｎｆ
狋∈［０，ω］

狓（狋），狓（η）＝ｓｕｐ
狋∈［０，ω］

狓（狋）． （１３）

因此，从（９）和（１３）式可得

　狉－ωｅｘｐ（狓（ξ））＝∫
ω

０
狉（狋）ｅｘｐ狓（ξ｛ ｝）ｄ狋≤∫

ω

０
狉（狋）ｅｘｐ狓（狋｛ ｝）ｄ狋＝

　　∫
ω

０

犞（狋）

１＋θ（狋）ｅｘｐ狀狓（狋－τ（狋｛ ｝｛ ｝）） ｄ狋＋犮≤∫
ω

０
犞（狋）ｄ狋＋犮＝犞

－

ω＋犮，

从而狓（ξ）≤ｌｎ（
犞
－

ω＋犮
狉－ω

）．再由（１０）和（１２）式可得

　狓（狋）＜ｌｎ（
犞
－

ω＋犮
狉－ω

）＋２犞
－

ω＋犮＋
狇

犽＝１

ｌｎ（１＋犮犽）∶＝犕１， （１４）

进而，由（９）和（１３）式可得

　
犞（狋）

１＋θ（狋）ｅｘｐ狀犕｛ ｝（ ）
１
ω＝∫

ω

０

犞（狋）

１＋θ（狋）ｅｘｐ狀犕｛ ｝｛ ｝
１

ｄ狋≤∫
ω

０

犞（狋）

１＋θ（狋）ｅｘｐ狀狓（狋－τ（狋｛ ｝））
ｄ狋＝

　　∫
ω

０
狉（狋）ｅｘｐ狓（狋｛ ｝）ｄ狋－犮≤∫

ω

０
狉（狋）ｅｘｐ狓（η｛ ｝）ｄ狋－犮＝狉－ωｅｘｐ狓（η｛ ｝）－犮，

从而有狓（η）≥ｌｎ
１

狉－ω

犞（狋）

１＋θ（狋）ｅｘｐ狀犕｛ ｝（ ）
１
ω＋（ ）（ ）犮 ．再由（１０）及（１１）式可得

　狓（狋）＞ｌｎ
１

狉－ω

犞（狋）

１＋θ（狋）ｅｘｐ狀犕｛ ｝（ ）
１
ω＋（ ）犮 －（２犞

－

ω＋犮）－
狇

犽＝１

ｌｎ（１＋犮犽）∶＝犕２． （１５）

８
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由（１４）和（１５）式可得

　 ｓｕｐ
狋∈［０，ω］

狓（狋）＜ ｍａｘ 犕１ ，犕｛ ｝２ ∶＝犕． （１６）

取Ω＝ 狓∈犡：‖狓‖０ ＜｛ ｝犕 ．显然犕 与λ 无关，且Ω满足引理１的条件（ｉ）．若狓∈Ω∩ Ｋｅｒ犔＝

Ω∩犚，则狓是一个常数并记为犱，且有‖狓‖０＝犕．由算子犖 与犙 的定义知

　犙犖狓＝（
１

ω∫
ω

０
犳（狋）ｄ狋＋

犮

ω
，（０）狇犽＝１）．

若犙犖犱＝０，则有∫
ω

０

犞（狋）

１＋θ（狋）ｅｘｐ｛ ｝狀犱
－狉（狋）ｅｘｐ｛｝｛ ｝犱 ｄ狋＝－犮．类似于（１４）—（１６）式，犕 ＝ 犱 ≤

ｍａｘ 犕１ ，犕｛ ｝２ ＜犕，矛盾，从而表明犙犖狓 ≠０，狓∈Ω∩Ｋｅｒ犔，引理１的条件（ｉｉ）成立．

定义φ∶Ｄｏｍ犔×［０，１］→犡为

　φ（狓，μ）＝
１

ω∫
ω

０

犞（狋）

１－μ＋θ（狋）ｅｘｐ狀狓（狋－τ（狋｛ ｝）） －
狉（狋）ｅｘｐ狓（狋｛ ｝｛ ｝） ｄ狋＋

犮

ω
，

若存在狓∈Ω∩Ｋｅｒ犔使得φ（狓，μ）＝０，那么狓＝犱是范数 犱 ＝犕 的常数，且有

　∫
ω

０

犞（狋）

１＋θ（狋）ｅｘｐ｛ ｝狀犱
ｄ狋＝∫

ω

０
狉（狋）ｅｘｐ｛｝犱 ｄ狋－犮．

同样类似于（１４）—（１６）式，犕＝ 犱 ≤ ｍａｘ 犕１ ，犕｛ ｝２ ＜犕，矛盾，从而表明

　φ（狓，μ）≠０，狓∈（Ω∩Ｋｅｒ犔）×［０，１］．

若φ（犱，１）＝０，则有∫
ω

０

犞（狋）

θ（狋）ｅｘｐ｛ ｝狀犱
ｄ狋＝∫

ω

０
狉（狋）ｅｘｐ｛｝犱 ｄ狋－犮．由定理２的条件知，上述方程存在惟一的

解．直接计算知ｄｅｇ（φ（．，１），Ω∩Ｋｅｒ犔，０）＝－１≠０．再由同伦不变性知ｄｅｇ犑犙犖狓，Ω∩Ｋｅｒ犔，｛ ｝０ ＝

ｄｅｇ（φ（．，０），Ω∩Ｋｅｒ犔，０）＝ｄｅｇ（φ（．，１），Ω∩Ｋｅｒ犔，０）≠０．由于Ｉｍ犙＝ｋｅｒ犔，故取犑为恒等映射．

因而Ω满足引理１的所有条件，所以系统（７）至少存在一个ω 周期解．由（６）式可知，系统（５）至少

存在一个正ω 周期解．证毕．
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