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完备的犇度量空间上具有收缩型条件

映射族的唯一公共不动点

龚学，　徐佳宁，　吴凡，　朴勇杰

（延边大学理学院 数学系，吉林 延吉１３３００２）

摘要：利用完备的犇 度量空间上满足某种收缩条件的４个自映射犛，犜，犐，犑构造了具有唯一极限的序列，并

证明了该序列的唯一极限即为犛，犜，犐，犑的唯一公共不动点，且由此得到了更为一般形式的无穷多个映射的

唯一公共不动点定理，所得结果推广和改进了犇 度量空间上的若干唯一公共不动点定理．
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１　基本概念及引理

１９９２年，ＢＤｈａｇｅ
［１］引进了犇 度量空间，并在该空间上得到收缩型映射的不动点定理．之后，文献

［２６］给出了若干满足收缩条件的一个映射的不动点定理和若干个映射的公共不动点定理，文献［７８］

分别给出了在犇 度量空间上无穷多个映射的唯一公共不动点存在定理．

下面给出本文所需要的基本概念和引理．

定义１
［７８］
　设犡是非空集合，犇∶犡×犡×犡→犚

＋
＝［０，＋∞）为映射．称（犡，犇）为犇 度量空间，

如果满足如下条件：

（ｉ）犇（狓，狔，狕）＝０狓＝狔＝狕（重叠性）；

（ｉｉ）对任何狓，狔，狕∈犡，犇（狓，狔，狕）＝犇（狌，狏，狑），｛狌，狏，狑｝＝｛狓，狔，狕｝（对称性）；

（ｉｉｉ）对任何狓，狔，狕，犪∈犡，犇（狓，狔，狕）≤犇（狓，狔，犪）＋犇（狓，犪，狕）＋犇（犪，狔，狕）．
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定义２
［７８］
　 设｛狓狀｝狀∈犖 是犇 度量空间犡 中序列，狓∈犡．若 ｌｉｍ

犿，狀→＋∞
犇（狓犿，狓狀，狓）＝０，则称｛狓狀｝狀∈犖

犇 收敛于狓．称序列｛狓狀｝狀∈犖为犇 柯西是指 ｌｉｍ
犿，狀，狆→＋∞

犇（狓犿，狓狀，狓狆）＝０．完备的犇 度量空间（犡，犇）是指

犡 中每个犇 柯西序列都犇 收敛于犡 中的点．称一个子集犛犡是有界的是指存在一个常数犕 ≥０满

足犇（狓，狔，狕）≤犕，狓，狔，狕∈犡．此时，称犕 是犛的一个犇 有界数．

文献［２，７］中指出，如果犇 度量关于两个变元是连续的，则收敛序列的极限是唯一的．本文假设

犇 度量关于两个变元是连续的．

定义３
［９１０］

　 设犡是非空集合，犳，犵∶犡→犡是两个映射．如果存在狓，狑∈犡使得狑＝犳狓＝犵狓，

则称狓是｛犳，犵｝的重合点，狑是｛犳，犵｝的重合的点．

定义４
［１１］
　 设犡是非空集合，犳，犵∶犡→犡是两个映射．如果狓∈犡且犳狓＝犵狓时，犳犵狓＝犵犳狓成

立，则称｛犳，犵｝是弱相容的．

引理１
［７，１２］

　（犇 柯西原理）设｛狓狀｝狀∈犖 是犇 度量空间犡 中具有犇 有界数犕 的序列．如果对任何

狀，犿∈犖且犿＞狀，成立犇（狓狀，狓狀＋１，狓犿）≤α
狀犕，其中０≤α＜１，则｛狓狀｝狀∈犖 必是犇 柯西序列．

引理２
［９１０］

　 如果犳，犵∶犡→犡是弱相容的且有唯一的重合的点狑＝犳狓＝犵狓，则狑是犳和犵的

唯一公共不动点．

２　 主要结果及其证明

定理１　 设犡是完备的具有犇 有界数犕 的犇 度量空间，犛，犜，犐，犑∶犡 →犡 是４个映射，使得

犛犡 犑犡，犜犡 犐犡 且犐或犑是满映射．假设对任何狓，狔，狕∈犡，有

　犇（犛狓，犜狔，狕）≤狇犇（犐狓，犑狔，狕）， （１）

其中０≤狇＜１，则｛犜，犑｝及｛犛，犐｝有相同的唯一重合的点．进一步，如果｛犜，犑｝及｛犛，犐｝分别是弱相容

的，则｛犛，犜，犐，犑｝有唯一公共不动点．

证明 　 任选狓０ ∈犡．根据犛犡 犑犡 及犜犡 犐犡 可构造两个序列｛狓狀｝和｛狔狀｝满足

　狔２狀＝犛狓２狀＝犑狓２狀＋１，狔２狀＋１＝犜狓２狀＋１＝犐狓２狀＋２，狀＝０，１，２，…． （２）

对任何固定的狀及狕∈犡，犇（狔２狀，狔２狀＋１，狕）＝犇（犛狓２狀，犜狓２狀＋１，狕）≤狇犇（犐狓２狀，犑狓２狀＋１，狕）＝狇犇（狔２狀－１，

狔２狀，狕）＝狇犇（犛狓２狀，犜狓２狀－１，狕）≤狇
２犇（犐狓２狀，犑狓２狀－１，狕）＝狇

２犇（狔２狀－２，狔２狀－１，狕）≤ … ≤狇
２狀犇（狓０，狓１，狕）≤

狇
２狀犕，由此得到

　犇（狔２狀＋１，狔２狀＋２，狕）＝犇（犛狓２狀＋２，犜狓２狀＋１，狕）≤狇犇（犐狓２狀＋２，犑狓２狀＋１，狕）＝狇犇（狔２狀＋１，狔２狀，狕）≤狇
２狀＋１犕．

综合上述两个结论可得到对任何狀，狆∈犖，

　犱（狔狀，狔狀＋１，狔狀＋狆）≤狇
狀犕． （３）

故根据引理１知｛狔狀｝是柯西序列，再由犡的完备性知存在狌∈犡使得ｌｉｍ
狀→∞
狔狀＝狌．

假设犑是满射，则存在狏∈犡使得狌＝犑狏．对任何狀，

　犇（狌，犜狏，狌）≤犇（狔２狀，犜狏，狌）＋犇（狌，狔２狀，狌）＋犇（狌，犜狏，狔２狀）＝２犇（犛狓２狀，犜狏，狌）＋犇（狌，狔２狀，狌）≤

　　２狇犇（犐狓２狀，犑狏，狌）＋犇（狌，狔２狀，狌）＝２狇犇（狔２狀－１，狌，狌）＋犇（狌，狔２狀，狌）．

令狀→ ∞，则上式右边的极限为０，于是犇（狌，犜狏，狌）＝０，因此犜狏＝狌＝犑狏，即狏是｛犜，犑｝的重合点，

狌是｛犜，犑｝的重合的点．

因为狌＝犜狏∈犜犡 犐犡，因此存在狑∈犡使得狌＝犐狑．对任何狀，

　犇（犛狑，狌，狌）≤犇（狔２狀＋１，狌，狌）＋犇（犛狑，狔２狀＋１，狌）＋犇（犛狑，狌，狔２狀＋１）＝

　　犇（狔２狀＋１，狌，狌）＋２犇（犛狑，犜狓２狀＋１，狌）≤犇（狔２狀＋１，狌，狌）＋２狇犇（犐狑，犑狓２狀＋１，狌）＝

　　犇（狔２狀＋１，狌，狌）＋２狇犇（狌，狔２狀，狌）．

令狀→ ∞，则上式右边的极限为０，于是犇（犛狑，狌，狌）＝０，因此犛狑＝狌＝犐狑，即狑是｛犛，犐｝的重合点，

２
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狌是｛犛，犐｝的重合的点．

假设狕＝犛狓＝犐狓 也是｛犛，犐｝的重合的点，则根据犇（狕，狌，狌）＝犇（犛狓，犜狏，狌）≤狇犇（犐狓，犑狏，狌）＝

狇犇（狕，狌，狌）及狇＜１得到犇（狕，狌，狌）＝０，于是狕＝狌．这说明狌是｛犛，犐｝的唯一的重合的点．类似地，可证

明狌也是｛犜，犑｝的唯一的重合的点．

如果｛犜，犑｝及｛犛，犐｝分别是弱相容的，则根据引理２可知狌是｛犜，犑｝及｛犛，犐｝的唯一公共不动点，于

是狌是｛犛，犜，犐，犑｝的一个公共不动点．显然，狌是｛犛，犜，犐，犑｝的唯一公共不动点．

如果犐是满映射，可类似地证得相同的结果，故本证明在此省略．

推论１　 设犡是完备的具有犇 有界数犕 的犇 度量空间，犛，犜∶犡→犡是２个映射．假设对任何

狓，狔，狕∈犡，

　犇（犛狓，犜狔，狕）≤狇犇（狓，狔，狕）， （４）

其中０≤狇＜１，则｛犛，犜｝有唯一公共不动点．

证明 　 只需在定理１中取犐＝犑＝１犡 即可到推论１．

推论２　 设犡是完备的具有犇 有界数犕 的犇 度量空间，犐，犑∶犡→犡是两个满映射．假设对任何

狓，狔，狕∈犡，

　犇（狓，狔，狕）≤狇犇（犐狓，犑狔，狕）， （５）

其中０≤狇＜１，则｛犐，犑｝有唯一公共不动点．

证明 　 只需在定理１中取犛＝犜＝１犡 即可到推论２．

注记１　 如果在推论１中犛＝犜及在推论２中犐＝犑，则推论１和推论２分别是Ｂａｎａｃｈ收缩原理和

第一膨胀映射的不动点存在定理［１３］在犇 度量空间上的一种新的表现形式．

设｛犳犻｝
∞
１ ，｛犵犻｝

∞
１ ，｛狊犻｝

∞
１ ，｛狋犻｝

∞
１ ∶犡 →犡 为映射族．令犉＝｛犳犻，犵犻，狊犻，狋犻｝

∞
１ 且犉犻＝｛犳犻，犵犻，狊犻，狋犻｝，

犻∈犖．如果对任何犻，犼∈犖且犻≠犼，只要犃∈犉犻，犅∈犉犼时成立犃犅＝犅犃，则称犉是弱可交换的．

定理２　 设犡是完备的具有犇 有界数犕 的犇 度量空间，对每个犻∈犖，犛犻，犜犻，犐犻，犑犻∶犡→犡是４

个映射，犿犻，狀犻，犺犻，犽犻是４个正整数且０≤狇犻＜１，使得犛
犿犻
犻 犡 犑

犽犻
犻犡 及犜

狀犻
犻犡 犐

犺犻
犻犡 且犐犻或犑犻是满映

射．假设对任何犻∈犖及狓，狔，狕∈犡，有

　犇（犛
犿犻
犻狓，犜

狀犻
犻狔，狕）≤狇犻犇（犐

犺犻
犻狓，犑

犽犻
犻狔，狕）， （６）

且｛犜
狀犻
犻
，犑
犽犻
犻
｝及｛犛

犿犻
犻
，犐
犺犻
犻
｝分别是弱相容的，犉＝｛犛犻，犜犻，犐犻，犑犻｝

∞
１ 是弱可交换的，则犉＝｛犛犻，犜犻，犐犻，犑犻｝

∞
１ 有

唯一公共不动点．

证明 　 令狊犻＝犛
犿犻
犻
，狋犻＝犜

狀犻
犻
，犳犻＝犐

犺犻
犻
，犵犻＝犑

犽犻
犻
（犻∈犖），则狊犻，狋犻，犳犻，犵犻满足定理１的所有条件，于

是知｛狊犻，狋犻，犳犻，犵犻｝有唯一公共不动点狌犻（犻∈犖）．取狓＝狔＝狌犻，狕＝犛犻狌犻，且代入到（６）式中整理得

　犇（狌犻，狌犻，犛犻狌犻）≤狇犻犇（狌犻，狌犻，犛犻狌犻），

于是得到犛犻狌犻＝狌犻．类似地，可得到犜犻狌犻＝犐犻狌犻＝犑犻狌犻＝狌犻，因此狌犻是｛犛犻，犜犻，犐犻，犑犻｝的一个公共不动点．

若狏犻是｛犛犻，犜犻，犐犻，犑犻｝的公共不动点，则狌犻和狏犻都是｛狊犻，狋犻，犳犻，犵犻｝的公共不动点，于是狌犻＝狏犻．因此对每

个犻∈犖，｛犛犻，犜犻，犐犻，犑犻｝有唯一公共不动点狌犻．

设犻，犼∈犖且犻≠犼．因为犛犻狌犻＝犜犻狌犻＝犐犻狌犻＝犑犻狌犻＝狌犻，犛犼狌犼＝犜犼狌犼＝犐犼狌犼＝犑犼狌犼＝狌犼，再结合犉的

弱可交换性可得

　犛犼狌犻＝犛犼犛犻狌犻＝犛犻犛犼狌犻，犛犼狌犻＝犛犼犜犻狌犻＝犜犻犛犼狌犻，犛犼狌犻＝犛犼犐犻狌犻＝犐犻犛犼狌犻，犛犼狌犻＝犛犼犑犻狌犻＝犑犻犛犼狌犻．

这说明犛犼狌犻是｛犛犻，犜犻，犐犻，犑犻｝的一个公共不动点，于是由｛犛犻，犜犻，犐犻，犑犻｝的公共不动点唯一性得到犛犼狌犻＝

狌犻．类似地，可得到犜犼狌犻＝狌犻，犐犼狌犻＝狌犻，犑犼狌犻＝狌犻．于是狌犻是｛犛犼，犜犼，犐犼，犑犼｝的一个公共不动点，由｛犛犼，

犜犼，犐犼，犑犼｝的公共不动点的唯一性得狌犼＝狌犻．令狌

＝狌犻，则狌

 是犉的一个公共不动点．显然，狌 是犉的

唯一公共不动点．

３
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注记２　假设犿犻＝狀犻＝犺犻＝犽犻＝１，犻＝１，２，…．此时，当定理２中的犉＝｛犛犻，犜犻，犐犻，犑犻｝
∞
１ 的元素排

成４×∞ 型无穷矩阵形状，即把｛犛犻｝
∞
１ ，｛犜犻｝

∞
１ ，｛犐犻｝

∞
１ ，｛犑犻｝

∞
１ 分别放在第１、２、３、４行时，定理２只要求位

于同一列的４个映射满足收缩条件（６），并不要求所有４个映射之间都满足条件（６），但要求位于不同列

的任何２个映射都是可交换的．
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