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摘要：在复 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中，根据ｇ框架的概念及其相关性质，引进了ｇＲｉｅｓｚ基序列的概念，并得到了若干

ｇＲｉｅｓｚ基序列的性质．另外，利用ｇＲｉｅｓｚ基序列的性质证明了ｇＲｉｅｓｚ基的稳定性．
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　　自１９５２年Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的框架概念被提出后，框架理论至今已经取得了丰硕的成果
［１２］．由于框

架的定义和Ｒｉｅｓｚ基序列的定义之间联系密切，一些学者对Ｒｉｅｓｚ基序列的性质进行了研究．２００２年，

Ｐ．Ｇ．Ｃａｓａｚｚａ和Ｏ．Ｃｈｒｉｓｔｅｎｓｅｎ等
［３］对Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的Ｒｉｅｓｚ基序列的性质进行了研究．之后，李登

峰、董立华等［４５］对 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的Ｒｉｅｓｚ基序列做了进一步的研究．２００６年，孙文昌
［６］首次引入了

犵 框架概念，随后ｇＲｉｅｓｚ基、ｇＲｉｅｓｚ框架、犵 框架序列、ｇＲｉｅｓｚＦｉｓｃｈｅｒ序列、ｇＢｅｓｓｅｌｉａｎ框架等陆续

被学者研究，并且取得了一系列重要的成果［６１１］，但是对 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的Ｒｉｅｓｚ基序列的研究较少．本

文引入ｇＲｉｅｓｚ基序列的概念，对ｇＲｉｅｓｚ基序列的性质进行了研究，并利用ｇＲｉｅｓｚ基序列的性质证明

了ｇＲｉｅｓｚ基的稳定性．

１　预备知识

设犝 和犞 是两个复 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，其内积和范数分别用〈·，·〉和 · 表示，犑是整数集犣的子集，

犞｛ ｝犼 犼∈犑
是犞 的闭子空间序列，记犔（犝，犞犼）为从犝 到犞犼的所有有界线性算子的集合，对每个犼∈犑，有

算子Λ犼∈犔（犝，犞犼）．

定义１　 设犎 为 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，序列 犳｛ ｝犼 犼∈犑  犎 称为犎 的框架，如果存在正数犃，犅 ＞０，使

犃 犳
２
≤

犼∈犑

〈犳，犳犼〉
２
≤犅 犳

２，犳∈犎成立，称犃，犅为框架界；如果只有右边的不等式成立，则称
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犳｛ ｝犼 犼∈犑
为犎 的Ｂｅｓｓｅｌ序列，犅为Ｂｅｓｓｅｌ界．

定义２
［３］
　 设 犳｛ ｝犼 犼∈犑

为 犎 的序列，如果存在常数 犃，犅 ＞０，使得对任何有限数列 犮｛ ｝犼 犼∈犑

犃
犼∈犑

犮犼
２
≤ 

犼∈犑

犮犼犳犼
２

≤犅
犼∈犑

犮犼
２
成立，则称 犳｛ ｝犼 犼∈犑

为犎 的Ｒｉｅｓｚ基序列；如果仅有左边的不等式

成立，则称 犳｛ ｝犼 犼∈犑
为犎 的ＲｉｅｓｚＦｉｓｃｈｅｒ序列．

定义３
［６］
　设Λ犼∈犔（犝，犞犼），犼∈犑，则称序列 Λ｛ ｝犼 犼∈犑

为犝关于 犞｛ ｝犼 犼∈犑
的ｇ 框架．如果存在正数

犃，犅＞０，使得犃 犳
２
≤

犼∈犑

Λ犼犳
２

≤犅 犳
２，犳∈犝，则满足不等式的犃，犅分别称为ｇ框架的下界

和上界．

定义４
［６］
　 设Λ犼∈犔（犝，犞犼），犼∈犑，则称序列 Λ｛ ｝犼 犼∈犑

为犝 关于 犞｛ ｝犼 犼∈犑
的ｇＲｉｅｓｚ基．如果序列

Λ｛ ｝犼 犼∈犑
满足以下两个条件：

① Λ｛ ｝犼 犼∈犑
是ｇ 完备的，即｛犳∈犝：Λ犼犳＝０，犼∈犑｝＝｛０｝；

② 存在正数犃，犅＞０，使得对任意有限子集犑１ 犑和犵犼∈犞犼，犼∈犑，有

　犃
犼∈犑１

犵犼
２

≤ ‖
犼∈犑１

Λ

犼犵犼‖

２

≤犅
犼∈犑１

犵犼
２
，

则称犃，犅为ｇＲｉｅｓｚ基的上、下界．

定义５　设Λ犼∈犔犝，犞（ ）犼 ，犼∈犑，如果存在正常数犃，犅＞０，使得对任意有限子集犐犑，犵犼∈犞犼，

有犃
犼∈犐

犵犼
２
≤ 

犼∈犐

Λ

犼犵犼

２

≤犅
犼∈犐

犵犼
２，则称 Λ｛ ｝犼 犼∈犑

为犝 关于 犞｛ ｝犼 犼∈犑
的ｇＲｉｅｓｚ基序列．

注１　 当犞犼＝犆，Λ犼∈犔犝，犞（ ）犼 时，由Ｒｉｅｓｚ表示定理得：存在犳犼∈犝使得Λ犼（·）＝〈·，犳犼〉，犼∈犑，

经过简单的计算可得Λ

犼 （犮）＝犮犳犼，犮∈犆，这与 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的Ｒｉｅｓｚ基序列的定义一致．

２　 主要结果及证明

定理１　序列 Λ｛ ｝犼 犼∈犑
为犝关于 犞｛ ｝犼 犼∈犑

的ｇＲｉｅｓｚ基序列，界为犃，犅当且仅当可定义有界线性算子

　犙∶犾
２ 犞｛ ｝犼 犼∈（ ）犑 →犝，犙（犵｛ ｝犼 犼∈犑

）＝
犼∈犑

Λ

犼犵犼，

且满足对任意犪＝ 犪｛ ｝犼 犼∈犑 ∈犾
２（犞｛ ｝犼 犼∈犑

），有犃 犪 ２
≤ 犙犪 ２

≤犅 犪
２．

证明 　 必要性．设 Λ｛ ｝犼 犼∈犑
为犝 关于 犞｛ ｝犼 犼∈犑

的ｇＲｉｅｓｚ基序列，界为犃，犅．由定义５知对任意有限

子集犐犑，犵犼∈犞犼，有 
犼∈犐

Λ

犼犵犼 ≤槡犅 

犼∈犐

犵犼（ ）
２

１
２
．由于

犼∈犑

犵犼
２

＜＋∞，因此级数
犼∈犑

Λ

犼犵犼在犝

中收敛，故对任意的犪＝犪｛ ｝犼 犼∈犑∈犾
２（犞｛ ｝犼 犼∈犑

），有犃
犼∈犑

犪犼
２
≤ 

犼∈犑

Λ

犼犪犼 ≤犅

犼∈犑

犪犼
２，所以可定义

从犾２（犞｛ ｝犼 犼∈犑
）到犝 的有界线性算子犙∶犾

２ 犞｛ ｝犼 犼∈（ ）犑 →犝，犙（犵｛ ｝犼 犼∈犑
）＝

犼∈犑

Λ

犼犵犼，且满足犃 犪

２
≤

犙犪 ２
≤犅犪

２，犪∈犾
２（犞｛ ｝犼 犼∈犑

）．充分性的证明由条件即得．

定理２　 设序列｛Λ犼：Λ犼∈犔（犝，犞犼）｝犼∈犑 为犝 关于 犞｛ ｝犼 犼∈犑
的ｇＲｉｅｓｚ基序列，界为犃，犅．若λ，β∈

（－１，１），μ≥０，且 ｍａｘ｛λ＋μ／槡犃，β｝＜１，如果｛Γ犼：Γ犼∈犔（犝，犞犼）｝犼∈犑 满足：对任意的有限子集犐

犑和犵犼∈犞犼有

　 
犼∈犐

（Λ
犼 －Γ


犼 ）犵犼 ≤λ 

犼∈犐

Λ

犼犵犼 ＋β 

犼∈犐

Γ

犼犵犼 ＋μ 

犼∈犐

犵犼（ ）
２

１
２， （１）

则 Γ｛ ｝犼 犼∈犑
为犝 关于 犞｛ ｝犼 犼∈犑

的ｇＲｉｅｓｚ基序列，且界为
（（１－λ）槡犃－μ）

２

（１＋β）
２

，
（（１＋λ）槡犅＋μ）

２

（１－β）
２ ．

证明　设序列｛Λ犼：Λ犼∈犔（犝，犞犼）｝犼∈犑为犝关于 犞｛ ｝犼 犼∈犑
的ｇＲｉｅｓｚ基序列，界为犃，犅，则对任意有

限子集犐犑，犵犼∈犞犼，有

６０３



　 第４期 黄喜娇，等：Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的ｇＲｉｅｓｚ基序列

　 槡犃 
犼∈犐

犵犼（ ）
２

１
２

≤ 
犼∈犐

Λ

犼犵犼 ≤ 槡犅 

犼∈犐

犵犼（ ）
２

１
２， （２）

由条件（１）得 
犼∈犐

Γ

犼犵犼 ≤

１＋λ
１－β 犼∈犐

Λ

犼犵犼 ＋ μ

１－β 犼∈犐
犵犼（ ）

２
１
２

≤
（１＋λ）槡犅＋μ
（１－β） 

犼∈犐

犵犼（ ）
２

１
２
．

由（１）和（２）式得

　 
犼∈犐

Γ

犼犵犼 ≥ 

犼∈犐

Λ

犼犵犼 － 

犼∈犐

（Λ
犼 －Γ


犼 ）犵犼 ≥ （１－λ）

犼∈犐

Λ

犼犵犼 －β 

犼∈犐

Γ

犼犵犼 －

　　μ 
犼∈犐

犵犼（ ）
２

１
２

≥ ［（１－λ）槡犃－μ］
犼∈犐

犵犼（ ）
２

１
２
－β 

犼∈犐

Γ

犼犵犼 ，

所以 
犼∈犐

Γ

犼犵犼 ≥

（１－λ）槡犃－μ
（１＋β） 

犼∈犐

犵犼（ ）
２

１
２
．综上所述，可知 Γ｛ ｝犼 犼∈犑

为犝 关于 犞｛ ｝犼 犼∈犑
的ｇＲｉｅｓｚ

基序列，且界为
（（１－λ）槡犃－μ）

２

（１＋β）
２

，
（（１＋λ）槡犅＋μ）

２

（１－β）
２ ．

有关ｇ 框架的稳定性，孙文昌在文献［７］中已经做了讨论，本文将利用下面的引理１及引理２，用不

同的方法证明ｇＲｉｅｓｚ基的稳定性．

引理１
［７］
　 假设 Λ｛ ｝犼 犼∈犑

为犝 关于 犞｛ ｝犼 犼∈犑
的ｇ 框架，框架界为犃，犅．λ，β∈（－１，１），μ≥０，且

ｍａｘ｛λ＋μ／槡犃，β｝＜１．若｛Γ犼∈犔（犝，犞犼）｝犼∈犑 满足对任意有限子集犐犑和犵犼∈犞犼，有

　 
犼∈犐

（Λ
犼 －Γ


犼 ）犵犼 ≤λ 

犼∈犐

Λ

犼犵犼 ＋β 

犼∈犐

Γ

犼犵犼 ＋μ 

犼∈犐

犵犼（ ）
２

１
２，

则 Γ｛ ｝犼 犼∈犑
为犝 关于 犞｛ ｝犼 犼∈犑

的ｇ 框架，且框架界为

　
（（１－λ）槡犃－μ）

２

（１＋β）
２

，
（（１＋λ）槡犅＋μ）

２

（１－β）
２ ． （３）

引理２
［８］
　 令Λ犼∈犔犝，犞（ ）犼 ，犼∈犑，则下列两个条件等价：

① 序列 Λ｛ ｝犼 犼∈犑
是犝 关于 犞｛ ｝犼 犼∈犑

的ｇＲｉｅｓｚ基，界为犃，犅；

② 序列 Λ｛ ｝犼 犼∈犑
为犝 关于 犞｛ ｝犼 犼∈犑

的ｇ 框架，界为犃，犅，且 Λ｛ ｝犼 犼∈犑
是犾２（犞｛ ｝犼 犼∈犑

）线性无关的，即

若 
犼∈犑

Λ

犼犵犼

２

＝０，则犵犼＝０，犼∈犑，其中 犵｛ ｝犼 犼∈犑 ∈犾
２（犞｛ ｝犼 犼∈犑

）．

文献［１１］中有如下结果：

推论１　 设序列｛Λ犼：Λ犼∈犔（犝，犞犼）｝犼∈犑 为犝 关于 犞｛ ｝犼 犼∈犑
的ｇＲｉｅｓｚ基，界为犃，犅．若λ，β∈（－１，

１），μ≥０，ｍａｘ｛λ＋μ／槡犃，β｝＜１，如果｛Γ犼：Γ犼∈犔（犝，犞犼）｝犼∈犑满足：对任意的有限子集犐犑和犵犼∈

犞犼，有 
犼∈犐

（Λ
犼 －Γ


犼 ）犵犼 ≤λ 

犼∈犐

Λ

犼犵犼 ＋β 

犼∈犐

Γ

犼犵犼 ＋μ 

犼∈犐

犵犼（ ）
２

１
２，则 Γ｛ ｝犼 犼∈犑

为犝关于 犞｛ ｝犼 犼∈犑

的ｇＲｉｅｓｚ基，且界为
（（１－λ）槡犃－μ）

２

（１＋β）
２

，
（（１＋λ）槡犅＋μ）

２

（１－β）
２ ．

本文给出推论１的另一个证明方法：

证明 　 由引理１和引理２，可以得到 Γ｛ ｝犼 犼∈犑
为犝 关于 犞｛ ｝犼 犼∈犑

的ｇ 框架，其界由（３）式给出．由

ｇ 框架的左边不等式可以得到

　
（（１－λ）槡犃－μ）

２

（１＋β）
２ 犳

２
≤

犼∈犑

Γ犼犳
２．

若Γ犼犳＝０，犼∈犑，可得犳＝０，所以 Γ｛ ｝犼 犼∈犑
是ｇ 完备的．再根据定理２知，Γ｛ ｝犼 犼∈犑

为犝关于 犞｛ ｝犼 犼∈犑
的

ｇＲｉｅｓｚ基，并且界为
（（１－λ）槡犃－μ）

２

（１＋β）
２

，
（（１＋λ）槡犅＋μ）

２

（１－β）
２ ．
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