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一个半线性椭圆型变分不等式约束下的

最优控制问题解的存在性
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摘要：目标泛函相对于状态函数不可微的情形下，利用分解法和引入罚微分方程式等过程，研究了一个半线

性椭圆型变分不等式最优控制问题，并证明了其解的存在性．
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　　微分或变分不等式广泛应用于力学、控制论、经济数学、对策论和最优化中的许多重要问题，如最优

控制问题、弹性问题、渗流问题以及处理非线性奇异摄动问题等．变分不等式作为非线性微分方程的一

个特殊类型，具有非线性性、不确定或自由边界条件、以及解的不可微性等特点，其最优控制问题的讨论

比非线性微分方程更为困难［１２］．文献［１１２］从不同角度对多种类型的线性及非线性变分不等式的最优

控制问题进行了讨论，考察了解的存在性、最优化条件、数值解法等问题，并得到了许多有价值的研究成

果，但是其中大多数研究仅局限于其目标函数相对于状态可微分的特殊情形．本文基于已有的研究成

果，重点讨论目标函数相对于状态函数不可微情形下的一个最优控制问题，并证明其解的存在性．

１　最优控制问题的设定

１．１　记号表示

“犪∶＝犫”表示犪定义为犫；犠
犽，狆（Ω）表示定义在Ω上的索伯列夫空间（犽≥０，狆＞１）；犎

犽（Ω）表示

狆＝２时的犠
犽，狆（Ω）空间；犠＋∶＝｛狏∈犠狘狏≥０｝，这里犠 为由函数构成的线性空间；犪

＋
∶＝
犪，犪≥０；

０，犪＜０
｛ ，

犪－∶＝
０，犪≥０；

－犪，犪＜０
｛

．
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１．２　 状态模型

状态函数狌满足的半线性椭圆型变分不等式如下：

　狌∈犓；∫Ω
狉λ狌（狏－狌）ｄΩ＋∫Γ１２

狉犌（狌）（狏－狌）ｄΓ≥∫Γ３

狉φ（狏－狌）ｄΓ，狏∈犓， （１）

其中：犓∶＝｛狏∈犎
１（Ω）狘在Ω上狏≥０，在Γ１上狏≥狌，在Γ４上

狏

狀
＝０｝，狌∈犚

１
＋，λ∈犠

１，∞
＋ （Ω），λ≥

λ０ ＞０，狉≥狉０ ＞０，狌＝狌（狉，狕）是定义在Ω上的未知函数，φ∈犔
２（Γ３）＋，犌（狌）∶＝α（狌－珔狌）＋β（狌

４
－

珕狌４），α，β∈犚
１
＋，珔狌，珕狌∈犚

１
＋，Γ１２＝Γ１ ∪Γ２，Γ＝∑

４

犻＝１

Γ犻为Ω 的边界．

不等式（１）在犎１（Ω）上存在唯一的解狌．

１．３　 不等式（１）的解的性质及光滑性

犌
～

（狌）∶＝α（狌－珔狌）＋β（狌
３·狌－珕狌

４），为讨论解的光滑性，引入如下引理：

引理１　 如下非线性边值问题（２）存在唯一的解，且其解狌ε ∈犎
１（Ω）满足如下关系式：

　

－ｄｉｖ（狉λ狌ε）＋（－１／ε）珔狌ε＝０，在Ω上；

λ
狌ε
狀
＋犌

～

（狌ε）－
１

ε
（狌－狌）

－
＝０，在Γ１ 上；

λ
狌ε
狀
＋犌

～

（狌ε）＝０，在Γ２ 上；

λ
狌ε
狀
＝φ，在Γ３ 上；

λ
狌ε
狀
＝φ，在Γ４ 上

烅

烄

烆
．

（２）

证明 　 问题（２）的变分方程式为

　∫Ω
狉λ狌ε狏ｄΩ－

１

ε∫Ω
狌－ε狏ｄΩ＋∫Γ１２

狉犌
～

（狌ε）狏ｄΓ－
１

ε∫Γ１

（狌－狌）
－狏ｄΓ＝

　　∫Γ３

狉φ狏ｄΓ，狏∈犎
１（Ω）， （３）

　（β１（狌ε），狏）Ω∶＝∫Ω
－狌

－
ε·狏ｄΩ，（β２（狌ε），狏）Γ１∶＝∫Γ１

－（狌ε－狌）
－·狏ｄΓ，

其中β１，β２ 是犎
１（Ω）→（犎

１（Ω））的单调有界、半连续的，犌
≈

（狌ε）∶＝ 狌ε
３·狌ε是犎

１／２（Γ）→犔
２（Γ）的

单调有界连续算子．定义

　 〈犃ε狌ε，狏〉犞×犞∶＝（狉λ狌ε，狏）Ω＋（狉α狌ε＋狉β犌
≈

（狌ε），狏）Γ１２＋
１

ε
（β１（狌ε），狏）Ω＋

１

ε
（β２（狌ε），狏）Γ１，

其中犞＝犎
１（Ω），犞为犞 的共轭，（·，·）Ω 和（·，·）Γ 分别为犔

２（Ω）和犔
２（Γ）上的内积．由于算子

犃ε∶犞 →犞
是单调、有界、强制的和半连续的，所以方程〈犃ε狌ε，狏〉犞×犞∶＝（狉φ，狏）Γ３＋（狉犵，狏）Γ３，狏∈

犞＝犎
１（Ω）（犵＝α珔狌＋β珔狌

４
＞０）存在唯一的解狌ε ∈犞＝犎

１（Ω）．

引理２　 若φ∈犔
２（Γ３），则问题（２）的解狌ε 在Ω 上几乎处处满足狌ε ≥０．

证明 　犌
～

（狌ε）＝α狌ε＋β狌ε
３·狌ε－犵，在（３）式中令狏＝狌

－
ε，则有

　（狉λ 狌
－
ε

２，１）Ω＋
１

ε
（（狌－ε）

２，１）Ω＋（狉α＋狉β 狌ε
３，（狌－ε）

２）Γ１２＋（φ，狌
－
ε）Γ３＋（犵，狌

－
ε）Γ１２＝

　　
１

ε
（－（狌ε－狌）

－，狌－ε）Γ１ ≤０．

因为不等式左端非负，而右端不大于零，故有（（狌－ε）
２，１）Ω＝∫Ω

（狌－ε）
２ｄΩ≤０，从而在Ω上几乎处处有

狌－ε ＝０，即Ω上几乎处处有狌ε ≥０．证毕．

６９２
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推论１　 变分方程式∫Ω
狉λ狌ε狏ｄΩ＋∫Γ１２

狉犌（狌ε）狏ｄΓ－
１

ε∫Γ１

（狌－狌）
－狏ｄΓ＝∫Γ３

狉φ狏ｄΓ，狏∈

犞 有唯一解狌ε ∈犞，且在Ω上几乎处处成立狌ε ≥０．

证明 　 可直接从引理１和引理２得到．

定理１　 若φ∈犔
２（Γ３），则不等式（１）的解狌满足狌∈犎

３／２（Ω）．

证明　从引理１和引理２可知，不等式（１）的罚（ｐｅｎａｌｔｙ）微分方程式便是在边值问题（２）中以犌
～

替

代犌．由于狌ε∈犎
１（Ω），所以狌

１
ε ∈犎

１（Ω），狌
１
ε狘Γ∈犎

１／２（Γ）．又由于犎
１／２（Γ）弱收敛于犎狆（Γ）（１＜狆＜

∞），所以犌（狌ε）∈犔
２（Γ１２），从而有犌（狌ε）＋

１

ε
（狌ε－狌）

－
∈犔

２（Γ１２），λ
狌ε
狀
∈犔

２（Γ）．由此可得狌ε∈

犎３／２（Ω），‖狌ε‖犎
３／２（Ω）≤犆（犆是常数）．当ε→０时，选取子序列并在边值问题（２）中取极限，则可证得极

限狌就是（１）式的解，且有狌∈犎
３／２（Ω）．证毕．

引理３　狌是不等式（１）的解当且仅当狌为如下问题的解：

　

－ｄｉｖ（狉λ狌）＝０，狌≥０，在Ω上；

λ
狌

狀
＋犌（狌）≥０，狌－狌≥０，（λ

狌

狀
＋犌（狌））（狌－狌）＝０，在Γ１ 上；

λ
狌

狀
＋犌（狌）＝０，在Γ２ 上；

λ
狌

狀
＋φ＝０，在Γ３ 上；

λ
狌

狀
＝０，在Γ４ 上

烅

烄

烆
．

证明 　 利用变分不等式的半梯度表示及其性质即可得到证明．

１．４　 最优控制问题的设定

假设不等式（１）的解狌受φ的控制，则狌＝狌（φ）．做如下约定：犉（狌）∶＝ （狉，狕）∈Γ１狘狌（狉，狕）＝狌｛ ｝ ；

犉犱 Γ１，即为给定的Γ１的子集合；χ犃表示集合犃的特征函数，即χ犃（狓）＝
１，狓∈犃；

０，狓犃
烅
烄

烆 ；
犝
∶＝犔

２（Γ３）＋．

目标函数为犑（φ）∶＝
１

２
χ犉（狌）－χ犉犱

２

Γ１
＋
狏
２ φ

２

Γ３
（狏＞０），这里 ·

２

Γ１
＝∫Γ１

（·）２ｄΓ．当狌＝狌（φ）是（１）

式的唯一解时，最优控制问题可表示为如下形式：

　（Ｐ）∶　
ｉｎｆ　犑（φ）

φ∈犝


烅
烄

烆 ．

２　 最优控制问题解的存在性

引理４　φ→χ犉（狌（φ））是犔
２（Γ３）→犔

２（Γ１）的强、弱连续映射．

证明　首先证明φ→χ犉（狌（φ））的弱连续性．假设在犔
２（Γ３）上φ狀弱收敛于φ，且狌狀＝狌（φ狀）是φ＝φ狀

时（１）的解．由于在犎３／２（Ω）上狌狀 弱收敛于狌，当狀→ ∞ 时λ
狌狀

狀
狘Γ ∈犔

２（Γ）弱收敛于λ
狌

狀
∈犔

２（Γ）．

由定理１可知狌也是（１）的解，故由引理３的条件可知在Γ１ 上有

　（狌－狌）χ犉（狌）＝（狌－狌）（λ
狌

狀
＋犌（狌））． （４）

因为狌狀 也是（１）式的解，所以在Γ１ 上有

　（狌狀－狌）χ犉（狌狀）＝（狌狀－狌）（λ
狌狀

狀
＋犌（狌狀））． （５）

由映射犎１（Ω）→犔
２（Γ）的紧性可知，在犔

２（Γ１）上狌狀强收敛于狌，犌（狌狀）弱收敛于犌（狌），λ
狌狀

狀
弱收敛

７９２
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于λ
狌

狀
．由于犉χ

犉（狌狀
）
是犔２（Γ１）上的有界集，在犔

２（Γ１）上χ犉（狌狀）弱收敛于犾（犾∈犔
２（Γ１））．在（５）式中令

狀→ ∞，则有

　（狌－狌）·犾＝（狌－狌）（λ
狌

狀
＋犌（狌））． （６）

由（４）式和（６）式可知，当狌＞狌时，犾＝０．另一方面，当狌是（１）的解时，由引理３可知，在Γ１ 上χ犉（狌）·

（λ
狌

狀
＋犌）＝λ

狌

狀
＋犌，同样在Γ１上对狌狀也有χ犉（狌狀）·（λ

狌狀

狀
＋犌（狌狀））＝λ

狌狀

狀
＋犌（狌狀）．当狀→ ∞ 时，

犾·（λ
狌

狀
＋犌（狌））＝λ

狌

狀
＋犌（狌）．比较前面两式可得当狌＝狌时，犾＝１．综合上面结果可得犾＝

１，狌＝狌；

０，狌＞狌
烅
烄

烆 ，

即在Γ１ 上几乎成立犾＝χ犉（狌），从而φ→χ犉（狌（φ））的弱收敛性得到证明．

下证强收敛性．事实上，由于χ犉（狌）＝χ
２

犉（狌），所以χ
２

犉（狌）在犔２（Γ１）上弱收敛．对 φ∈犔
２（Γ１），有

　 （χ犉（狌（φ狀））－χ犉（狌（φ））
２，φ）Γ１＝

（χ
２

犉狀 ＋χ
２

犉 －２χ犉狀·χ犉，φ）Γ１ → （２χ犉 －２χ犉，φ）Γ１＝０，

其中犉狀∶＝犉（狌（φ狀））＝犉（狌狀），犉∶＝犉（狌（φ））＝犉（狌）．令φ≡１，则有（χ犉狀 －χ犉
２，１）Γ１ ＝∫Γ１

（χ犉狀 －

χ犉）２ｄΓ→０（狀→ ∞），从而在Γ１ 上χ犉（狌狀）→χ犉（狌）．证毕．

定理２　 最优控制问题（Ｐ）至少有一个解．

证明 　 令犼∶＝ｉｎｆ犑（φ），设 φ｛ ｝狀 为最小化序列，则有ｌｉｍ
狀→∞
犑（φ狀）＝犼．由φ→犑的强制性可知，φ狀在

犔２（Γ３）上有界，且φ狀在犔
２（Γ３）上弱收敛于φ．设狌狀＝狌（φ狀）是φ＝φ狀时的（１）式的解，则由先验估计公

式，在犎１（Ω）上有 ‖狌狀‖犎
１（Ω）≤犆（犆是与狀无关的常数），且在犎

１（Ω）上狌狀 弱收敛于狌，而在犔狆（Ω）

（或犔狆（Γ））上狌狀→狌（１＜狆＜∞），在Ω（或Γ）上几乎处处有狌狀→狌．由犝
的紧致性可知φ∈犝

，在

狌狀所满足的变分不等式中令狀→∞，可知狌是（１）的解．由引理４，在犔
２（Γ１）上有χ犉（狌狀）→χ犉（狌）．综上所

述，可得到犼＝ｌｉｍ
狀→∞

犑（φ狀）≥犑（φ），φ∈犝
，即φ为问题（Ｐ）的解．证毕．
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