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在黎曼流形上满足犛犮犺狌狉定理的

一个半对称射影共形联络

许达允１，　全哲勇１，　金光植２ !

（１．金日成综合大学 数学系，朝鲜民主主义人民共和国 平壤；

２．延边大学理学院 数学系，吉林 延吉１３３００２）

摘要：在黎曼流形上定义了一个半对称射影共形联络，并研究了其性质，同时指出这种联络在特殊情形下可

成半对称射影联络、半对称共形联络、对称射影共形联络、射影联络、共形联络以及ＬｅｖｉＣｉｖｉｔａ联络．在此基

础上提出了几种能够满足Ｓｃｈｕｒ定理的半对称射影共形联络的形式，并证明半对称射影共形联络的黎曼流形

是常曲率黎曼流形的充分必要条件．
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分别提出和研究了黎曼流形上半对称度量联络概念和性质．随着对半对称度量联络研究的不断深入，

Ｎ．Ｓ．Ａｇａｃｈｅ等又提出了多种类型的半对称联络
［４］，在此基础上，文献［５８］分别讨论了射影等效Ｌｅｖｉ

Ｃｉｖｉｔａ联络的半对称联络性、射影共形联络等内容．随后，文献［９］给出了度量联络和非度量联络的常曲

率条件，文献［１０１１］在提出半对称非度量联络的物理模型的基础上，讨论了半对称非度量联络的相互

联络应用于古典重力场和电磁场的统一理论．基于以上研究，本文首先定义了黎曼流体上的一个半对称



　 第４期 许达允，等：在黎曼流形上满足Ｓｃｈｕｒ定理的一个半对称射影共形联络

射影共形联络，且指出这种联络在特殊情形下可成为几个联络，即：半对称射影联络、半对称共形联络、

对称射影共形联络、射影联络、共形联络以及ＬｅｖｉＣｉｖｉｔａ联络，并给出了半对称射影共形联络的常曲率

条件和此联络的相互联络常曲率条件．
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２　 半对称射影共形联络的常曲率条件

如果在黎曼流体的任何点犘上的截面曲率与二维子空间的选择无关，则曲率张量可表示为犚犻犼犽犾＝

（）犓 犘 犵犻犾犵犼犽－犵犻犽犵犼（ ）犾 ，如果犽是常数，则联络有常曲率．

定理１　在连接的黎曼流体（犕，犵）（ｄｉｍ犕≥３）里半对称射影共形联络有常曲率的必要且充分

条件是
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，２σ犺＝φ（ ）犺 时，

　
犮

犽
珚犵犻犼＝φ犽

珚犵犻犼，犜
犽
犻犼＝φ犼δ

犽
犻－φ犻δ

犽
犼，Γ

犽
犻犼

犮

＝｛
犽
犻犼｝－

１

２ φ
犻δ
犽
犼－φ犼δ

犽
犻＋珚犵犻犼φ（ ）狆 ．

３）π＝０ ＝
狊

，ψ犺＝２σ（ ）犺 时，

　
狊

犽
珚犵犻犼＝－ψ犽

珚犵犻犼－ψ犻
珚犵犼犽－ψ犼

珚犵犻犽，犜
犽
犻犼＝０，Γ

犽
犻犼

狊

＝｛
犽
犻犼｝＋

１

２ ψ
犻δ
犽
犼＋ψ犼δ

犽
犻＋珚犵犻犼ψ（ ）犽 ，

或

　
狊

犽
珚犵犻犼＝－２σ犽珚犵犻犼－２σ犻珚犵犼犽－２σ犼珚犵犻犽，犜

犽
犻犼＝０，Γ

犽
犻犼

狊

＝｛
犽
犻犼｝＋σ犻δ

犽
犼＋σ犼δ

犽
犻＋珚犵犻犼σ

犽．

４）ψ＝σ＝π时，

　犽珚犵犻犼＝－φ犻
珚犵犼犽－φ犼

珚犵犻犽，犜
犽
犻犼＝φ犼δ

犽
犻－φ犻δ

犽
犼，Γ

犽
犻犼＝｛

犽
犻犼｝＋φ犼δ

犽
犻．

５）ψ犺＝２σ犺－φ犺 或σ犺＝
１

２ ψ
犺＋φ（ ）犺 时，

　犽珚犵犻犼＝－ ψ犽－σ（ ）犽 珚犵犻犼－ψ犻珚犵犼犽－ψ犼珚犵犻犽，犜
犽
犻犼＝φ犼δ

犽
犻－φ犻δ

犽
犼，

　Γ
犽
犻犼＝｛

犽
犻犼｝＋

１

２ ψ犻－φ（ ）犻δ
犽
犼＋ ψ犼＋φ（ ）犼 δ

犽
犻＋珚犵犻犼ψ

犽
－φ（ ）［ ］犽 ，

或

　犽珚犵犻犼＝－ ψ犽－σ（ ）犽 珚犵犻犼－ψ犻珚犵犼犽－ψ犼珚犵犻犽，犜
犽
犻犼＝φ犼δ

犽
犻－φ犻δ

犽
犼，

　Γ
犽
犻犼＝｛

犽
犻犼｝＋

１

２ ψ犻－φ（ ）犻δ
犽
犼＋ ψ犼＋φ（ ）犼 δ

犽
犻＋珚犵犻犼ψ

犽
－φ（ ）［ ］犽 ． （６）

２９２



　 第４期 许达允，等：在黎曼流形上满足Ｓｃｈｕｒ定理的一个半对称射影共形联络

注２　从（４）式可知：如果ψ犺＝σ犺＝０，则φ犺＝０；如果σ犺＝φ犺＝０，则ψ犺＝０；如果φ犺＝ψ犺＝０，则σ犺＝０．

但如果σ犺＝ψ犺＝φ犺＝０，则 ＝
０

，这时Ｓｃｈｕｒ定理成立．

所以在σ犺＝ψ犺＝０，φ犺 ≠０的半对称度量联络或在σ犺＝φ犺＝０，ψ犺 ≠０的射影对称联络的情形下

Ｓｃｈｕｒ定理不成立，而且在φ犺＝ψ犺＝０，σ犺 ≠０的共形对称联络的情形下Ｓｃｈｕｒ定理仍然不成立．

３　 半对称射影共形联络的相互联络

半对称射影共形联络  的相互联络  满足

　犽珚犵犻犼＝－２ψ犽－σ犽＋φ（ ）犽 珚犵犻犼－ ψ犻－φ（ ）犻 珚犵犼犽－ ψ犼－φ（ ）犼 珚犵犻犽，珡犜
犽
犻犼＝φ犻δ

犽
犼－φ犼δ

犽
犻， （７）

该联络系数为Γ
犽
犻犼 ＝｛

犽
犻犼｝＋ ψ犻－σ犻＋φ（ ）犻δ

犽
犼＋ ψ犼－σ（ ）犼 δ

犽
犻 ＋珚犵犻犼σ

犽
－φ（ ）犽 ，相互联络  的曲率张量为

珚犚犾犻犼犽＝珡犓
犾
犻犼犽＋δ

犾
犼珔α犻犽 －δ

犾
犻珔α犼犽 ＋珚犵犻犽珋β

犾
犼 －珚犵犼犽珋β

犾
犻 ＋δ

犾
犽
珔
ψ犻犼，其中：珔α犻犽 ＝ 

°

犻 ψ犽－σ（ ）犽 － ψ犻－σ（ ）犻 ψ犽－σ（ ）犽 －

１

２
珚犵犻犽 ψ狆－φ（ ）狆 σ狆－φ（ ）狆 ，珋β犻犽 ＝

°

犻 φ犽－σ（ ）犽 － φ犻－σ（ ）犻 φ犽－σ（ ）犽 －
１

２
珚犵犻犽 ψ狆－σ（ ）狆 σ狆－φ（ ）狆 ，珔ψ犻犼 ＝


°

犻ψ犼＋φ（ ）犼 －
°

犼 ψ犻＋φ（ ）犻 ．对于相互联络  的曲率张量珚犚
犾
犻犼犽 的ＢｉａｎｃｈｉⅠ 型恒等式为

　珚犚
犾
犻犼犽＋珚犚

犾
犼犽犻＋珚犚

犾
犽犻犼＝δ

犾
犻φ犼犽＋δ

犾
犼φ犻犽＋δ

犾
犽φ犻犼，

如果１ 形式π是封闭的，则珚犚
犾
犻犼犽＋珚犚

犾
犼犽犻＋珚犚

犾
犽犻犼＝０．曲率张量珚犚

犾
犻犼犽 的ＢｉａｎｃｈｉⅡ 型恒等式是

　犺珚犚
犾
犻犼犽＋犻珚犚

犾
犼犺犽＋犼珚犚

犾
犺犻犽＝－２φ犺

珚犚犾犻犼犽＋φ犻
珚犚犾犼犺犽＋φ犼

珚犚犾（ ）犺犻犽 ． （８）

定理２　 在连接的黎曼流体（犕，犵）（ｄｉｍ犕≥３）中，半对称射影共形联络 的相互联络 有常曲

率的必要且充分条件是

　ψ犺＋２φ犺－２σ犺＝０． （９）

证明　如果在连接的黎曼流体（犕，犵）（ｄｉｍ犕≥３）的任何点犘上，相互联络的相互联络与二维

子空间的选择无关，则有珚犚犻犼犽犾＝ （）犓 犘 珚犵犻犾珚犵犼犽－珚犵犻犽珚犵犼（ ）犾 ，将该式代入到（８）式中得

　 犺犓 －２犓ψ犺－２σ犺－３φ（ ）［ ］犺
珚犵犻犾珚犵犼犽－珚犵犻犽珚犵犼（ ）犾 ＋ 犻犓 －２犓ψ犻－２σ犻－３φ（ ）［ ］犻 ·

　　 珚犵犼犾珚犵犺犽－珚犵犼犽珚犵（ ）犺犾 ＋ 犼犓 －２犓ψ犼－２σ犼－３φ（ ）［ ］犼
珚犵犺犾珚犵犻犽－珚犵犺犽珚犵（ ）犻犾 ＝

　　－２犓 φ犺
珚犵犻犾珚犵犼犽－珚犵犻犽珚犵犼（ ）犾 ＋φ犻珚犵犼犾珚犵犺犽－珚犵犼犽珚犵（ ）犺犾 ＋φ犼珚犵犺犾珚犵犻犽－珚犵犺犽珚犵（ ）［ ］犻犾 ．

用珚犵
犼犽 乘以上式并化简得

　 狀－（ ）２ δ
犾
犻 犺犓 －２犓ψ犺－２σ犺＋２φ（ ）［ ］犺 －δ

犾
犺 犻犓 －２犓ψ犻－２σ犻＋２φ（ ）［ ］｛ ｝犻 ＝０．

通过对指标犻，犾实施化简得 狀－（ ）１ 狀－（ ）２ 犺犓 －２犓ψ犺－２σ犺＋２φ（ ）［ ］犺 ＝０．这表明，在ｄｉｍ犕 ≥３，

犓 为常数的情形下，犽是常数的必要且充分的条件为（９）式成立．

由定理２可给出在连接的黎曼流形（犕，犵）（ｄｉｍ犕 ≥３）上满足Ｓｃｈｕｒ定理的半对称射影共形联络

 的如下４个特殊类型：

１）σ犺＝０ ＝
狆

，ψ犺＝－２φ（ ）犺 时，

　
狆

犽犵犻犼＝２φ犽犵犻犼＋３φ犻犵犼犽＋３φ犼犵犻犽，珡犜
犽
犻犼＝φ犻δ

犾
犼－φ犼δ

犽
犻，Γ

狆
犽
犻犼＝

犽
犻｛｝犼 －φ犻δ

犾
犼－２φ犼δ

犽
犻－犵犻犼φ

犽．

２）ψ犺＝０ ＝
犮

，σ犺＝φ（ ）犺 时，

　 
犮

犽
珚犵犻犼＝φ犻

珚犵犼犽＋φ犼
珚犵犻犽，珡犜

犽
犻犼＝φ犻δ

犾
犼－φ犼δ

犽
犻，Γ

犮
犽
犻犼＝｛

犽
犻犼｝－φ犼δ

犽
犻． （１０）

３）φ犺＝０ ＝
狊

，ψ犺＝２σ（ ）犺 时，

　
狊

犽
珚犵犻犼＝－２σ犽珚犵犻犼－２σ犻珚犵犼犽－２σ犼珚犵犻犽，珡犜

犽
犻犼＝０，Γ

狊
犽
犻犼＝｛

犽
犻犼｝＋σ犻δ

犽
犼＋σ犼δ

犽
犻＋珚犵犻犼σ

犽． （１１）

４）ψ犺＝２σ犺－２φ犺 时，

３９２
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　犽珚犵犻犼＝－２σ犽－φ（ ）犽 珚犵犻犼－ ２σ犻－３φ（ ）犻 珚犵犼犽－２σ犼－３φ（ ）犼 珚犵犻犽，珡犜
犽
犻犼＝φ犻δ

犾
犼－φ犼δ

犽
犻，

　　Γ
犽
犻犼＝｛

犽
犻犼｝＋ σ犻－φ（ ）犻δ

犽
犼＋ σ犼－φ（ ）犼 δ

犽
犻＋珚犵犻犼σ

犽
－φ（ ）犽 ．

注３　满足（１０）式的联络和满足（６）式的联络是成对的，而满足（１１）式的联络和满足（７）

式的联络  是相互等效的．
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